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NOTAS PREVIAS

As notas seguintes referem-se ao manual adoptado:

Calculo, Vol. 1

James Stewart, Pioneira, Thomson Learning

1. A maior parte dos assuntos tratados no livro até ao capitulo 4 (inclusivé),

consideram-se como sendo ja dos conhecimentos dos alunos, constituindo revisoes.

2. Nao sao objecto de avaliaciao os seguintes assuntos tratados no manual:

2.1. Fungdes hiperbdlicas (cap. 3 - 3.9, pag. 246)

2.2. O método de Newton (cap. 4 - 4.9, pag. 345)

2.3. Volumes (cap. 6 - 6.2, pag. 440)

2.4. Célculo de volumes por cascas cilindricas (cap. 6 - 6.3, pag. 451)
2.5. Trabalho (cap. 6 - 6.4, pag. 456)

2.6. Integracdo usando tabelas e sistemas algébricos computacionais (cap. 7 - 7.6,

pag. 505)
2.7. Integracado aproximada (cap. 7 - 7.7, pag. 512)

2.8. Mais aplicacoes de integracdo (cap. 8, pag. 540 até ao fim do capitulo)

3. Nos exames nao é permitida a utilizacdo de qualquer tipo de calculadora nem de
qualquer formuldrio. Como o livro adoptado tem no final de cada capitulo exercicios
que utilizam calculadora e/ou programas informéticos especificos da Matematica, o

aluno pode ndo os fazer.



4.

Como o manual estd escrito em portugués do Brasil, convém ter em atencdo que ha
termos e expressdes que em portugués se dizem de outra forma.
Por exemplo, "sequéncia" corresponde em portugués a "sucessdao"; "integral", em

portugués, é uma palavra masculina, etc.

H4 também algumas notacdes e designagdes que usaremos de forma diferente. Por
exemplo, para intervalo aberto, em vez de (a,b), usaremos Ja,b[. Em vez de

"antiderivada" de uma fung¢ao f(x), falaremos em primitiva de f(x) e representaremos

por Pf(x) ou .[ f(x) dx . Representaremos as func¢des trigonométricas inversas por, por

-1
exemplo, arcsenx, em vez de sen” x, etc..
Sugere-se o estudo cuidadoso das aplicagdes do Calculo, principalmente a Economia.

O assunto das séries, abordado na pag. 7 do manual, estd mais desenvolvido no Vol.
II do livro com os mesmos titulo e autor do manual indicado. Como nfo se considera
ser de avaliacio um estudo exaustivo das séries, mas apenas o que € indicado no

programa, seguem em anexo uns apontamentos sobre o referido assunto.

Pré-requisitos basicos:

1.

Ter bom dominio de cédlculo mental (lembra-se que nao é permitida a utilizacio da

madaquina de calcular nos exames, nem tabelas ou formulérios);

Saber resolver equacdes e inequacdes, em particular as que contém o operador

modulo;

Ter conhecimentos de trigonometria (incluindo o conhecimento das fungdes

trigonométricas inversas: arcsenx, arccosx, arctgx, arccotgx);

Saber calcular limites de func¢des reais de varidvel real (incluindo sucessdes);

Conhecer e aplicar bem as regras de derivacao;



6. Conhecer as representagdes graficas de algumas fungdes bdsicas, tais como,

polinomiais (pelo menos até ao 3° grau), exponencial, logaritmica e trigonométricas.

Nota: Todos estes conhecimentos sdo considerados como ja adquiridos a nivel do
ensino secunddrio (12° ano). No entanto, para se iniciar o estudo desta cadeira,
considera-se que previamente deve rever os assuntos referidos. A maior parte deles vai

ser novamente tratada, mas de uma forma mais um pouco mais aprofundada e alargada.



Alguns conceitos sobre SERIES

Consideremos uma sucessao de termos aj, a, ...., ap, -...

O termo a, € designado por termo geral da sucessdo. Muitas vezes identificamos a
sucessao pelo seu termo geral, isto €, simplificamos a linguagem, dizendo que estamos a
tratar de uma sucessao a,, em vez de dizer que a sucessao referida tem por termo geral

a,.

Com os termos de uma sucessiao a,, podemos construir outra sucessio, procedendo da
seguinte forma:

S1 =a;

Sy=a;+a,

S3=aj+ax+as

Sy=aHayt A= Y,

A esta sucessdo, de termo geral s,, daremos o nome de sucessao das somas parciais.

Se a sucessao tiver infinitos termos, é chamada de série infinita ou simplesmente série,

oo
podendo ser representada por Z a, ou por Zan .
n=1

Diz-se que o termo geral da série Zan ¢ a,. Os limites inferior e superior do simbolo

somatoério (X) sdo, respectivamente, n=1 e +oo. Sem perda de generalidade, também se
pode considerar que a série pode ndo comecar em n=1, mas num outro valor inteiro, tal

como 0.



Como a sucessdo das somas parcias, s,, pode ter ou ndo limite, diremos,
respectivamente, que a série é convergente ou divergente. Se a série for convergente,

isto &, se existir lim s, , diremos que lim s, = s ¢ a soma da série.

n—>+oo n—>+oo
Exemplos:
1)  Scjaaséric Y n=14243+ ... 40+ ...

n=1
Esta série € divergente, porque é impossivel encontrar um limite finito para s,. Note-
se que os termos da sucessdo que é termo geral da série, a,=n, estdo em progressiao

aritmética de razdo 1.

Numa progressado aritmética tem-se a, =a, +(n—1)r.

A soma dos n primeiros termos consecutivos de uma progressao aritmética de razao
. . . 7 z n
1, cujo primeiro termo € a;, € dada por s, = E(a1 +a,).

Como em relacdo a série dada se tem a;=1, r=1, entao, s,, ¢ dada por

nn+1)
—

Como, lim M

n—seo

= oo, concluimos entdo que a série € divergente.

) R < 1 P

2) Seja a série Z— . Vamos mostrar que esta série € convergente.
= n(n+1)

Comecemos por escrever sy:

1 1 1 1
S, = ——F——t—— -+
1.2 23 3-4 n(n+1)

. e 1 .
Esta expressao pode ser simplificada se decompusermos ﬁ na diferenca de
n(n+

duas fraccoes:

! =4 b . Desembaracando de denominadores vem I=a(n+1)-bn, ou seja,

n(n+1)_n n+l1

1=(a-b)n+a. Donde a=b=1.

. 1 1 1
Assim, =——
nn+l) n n+l




Entao tem-se ;:2(1— ! j

Donde, s, :(l—lj+(l_lj+(l_lj+
2 2 3 3 4

Logo, s:limsnzlim(l— L j:
n+l

1 1 1 1 1
+ —— |+ == =1-
n-1 n n n+l n+l1

‘o ( = 1
Portanto a série dada € convergente e Z— =1
n=l n(l’l + 1)

Todas as séries Zan ,cujo termo geral ,a,, se possa decompor na diferenca de dois

n=1
termos gerais, tais que a,=U,-Unp, PEN, sdo chamadas séries telescopicas,

redutiveis ou de Mengoli.

oo

Tem-se entdo ian =Z(un —U,,, )

n=l n=l|
Mostra-se $,=u-p Upp.
Assim, estas séries sdo convergentes se existir lim u,4, (Ou seja, se existir lim u,, pois
o limite de uma sucessdo, quando existe, € unico). Caso ndo exista o limite, as séries
sao divergentes.

Assim, a soma da série é s=u;-p lim u,,.

3) Seja a série zz—ln =

n=1

I 1 1 1
t—t—+— -t
16 32 64 2"

1 1 1
— — — + see + cen
2 4 8

Vamos mostrar que esta série € convergente e calcular a sua soma.

Comecemos por notar que o termo geral da série é uma progressdo geométrica de

razao 1/2.

O termo geral de uma progressdo geométrica de primeiro termo a;, de razdo r é
an: al ‘ l"n_l
Mostra-se que a soma dos n primeiros termos consecutivos de uma progressao

geométrica, de primeiro termo a; e razao r é, s,, dada por

1-r"
s =a, - .
1
" 1-r



Se aplicarmos esta férmula para calcular o termo geral da sucessdo das somas

parciais da série dada, tem-se:

s, == -
2 1_1 2
2
0 se |r| <1
. 1 ser=
Atendendo a que lim r" = , tem-se

s=lim s, =lim 1—[%) =1-0=1.

Fica desta forma provado que a série dada € convergente e pode escrever-se

=1 +oo 1 n
= — | =1.
S2l7)

De um modo geral, uma série da forma Zr” , (pe N,, reR) é chamada série

n=p
geométrica.
, 1
Uma série geométrica é convergente se |[r|<l easuasomaé S =7 * 1 .
—-r
Se |r>1, a série é divergente.
Estas séries tém muitas aplicagdes, nomeadamente em Economia.
. o ] 1 1 1 L. .
4) Seja a série Z— =l+—+ 3 + 2 +---. Vamos mostrar que esta série, conhecida como
n=1 1

série harménica, ¢ divergente.



Vamos escrever alguns termos da sucessao das somas parciais:

1(11(1111) 1(11)(1111)
S =l+—+|=+—[+|=+—F+ -+ |>l+—+|—+— [+ -+t -+ -+ |=
2 \3 4 6 7 2 \4 4 8 8 8 8
:1+l+l+l:1 E
2 2 2 2

De modo andlogo, pode mostrar-se que s;, > 1+% , Sy > 1+§ e em geral

n .
s, >1+—.Logo, lim s, =4oco.
2 2 2

n—oo

Como S, € o termo geral de uma subsucessao de s,, entao s, nao tem limite e a série

harménica € divergente.

+oo
As séries da forma Z—a,ae R sdo chamadas séries de Dirichlet. A série

n=1
harménica € uma série de Dirichlet em que o=1.
Mostra-se que as séries de Dirichlet sdo convergentes para o>1 e divergentes para

o<l.

Em resumo, até agora, estudamos 3 tipos particulares de séries:

As séries de Mengoli (redutiveis ou telescopicas)

As series geométricas

As séries de Dirichlet
Dada uma qualquer destas séries, sabemos dizer qual a sua natureza, isto €, se é
convergente ou divergente. Em relacdo as duas primeiras, caso sejam convergentes,

sabemos calcular as suas somas.

10



Vamos agora enunciar trés teoremas importantes.

Teorema 1 - Critério geral de convergéncia

Se a série Zan for convergente, entdo lima, =0.

z

. ~ . .1 (.
A reciproca deste teorema ndo € verdadeira. Por exemplo, lim—=0 e a série
n

harménica € divergente.

Podemos utilizar este teorema para fazer o teste de divergé€ncia para vérias séries.

o 2 2
n n 1

Por exemplo, a série » ——— € divergente, porque lim———=—#0
P ,; 5n° +4 s por 5n*+4 5

Teorema 2 - A natureza de uma série ndo se altera se lhe modificarmos (suprimindo ou

acrescentando, por exemplo) um nimero finito de parcelas.

Demos ja alguns exemplos de séries, cujo primeiro termo nao correspondia a n=1.

Consideremos ainda o exemplo seguinte:

+oo
Pretende-se saber qual a natureza da série 2—3 .
n=4 N

. L. . — 1
Comecemos por considerar a série de Dirichlet 2—3 =l+—+—+—+ ) —.
= n 8 27 64 =n

—+00 1
Esta série € convergente (3>1). Assim, 2—3 € convergente, pois as quatro primeiras
n=4

parcelas representam um ntimero real.

Teorema 3 - Se Zan e an forem séries convergentes, entdo também sdo

convergentes

z ca, , em que ¢ € uma constante real
> la,+b,)
> (a,-b,)

11



2can :CZan
z a, +b Za +Zb
z a, —b Za —Zb

Também se pode mostrar, por exemplo, que a soma de duas séries divergentes ¢ uma

série divergente, que a soma de uma série convergente com uma divergenteé uma série

divergente.

Exemplo: Calcular a soma da série Z( ( 3 1) + 21n ]
nln+

n=1

Pelo teorema 3, tem-se

oo a ) S T

n=1 n= 1n(n+1

> 1 =1
R mmap3

Como ja vimos em exemplos anteriores as duas séries em que se decompds a série dada,

e
n=1 n(n + 1) n=l1

Assim, a soma de Z(ﬁ +2—1nj é s=3x1+1=4.
n\n—+

n=l1

12



EXERCICIOS RESOLVIDOS

1. Estude a natureza das seguintes séries

1.1 fzz"sl—"

n=0

Resolugdo:

+oo
Vamos mostrar que a série z 2*"3'™" ¢ uma série geométrica.
n=0

+o0 +o0 n =9 n .
222"31_” :z = 32(—) . A parte a constante 3, que ndo afecta a natureza da
n=0

n-1
n=0 3 n=0 3

série, trata-se de uma série geométrica de razdo 4/3>1. Logo, a série é divergente.

1.2.  Escrever como um nimero fraccionario de termos inteiros o nimero 2,3(17).

Resolucio:

Este nimero € uma dizima infinita periddica

2,3(17)=2,3171717 ...=2,3+ 0,017+ 0,00017 +--- = §+1—73+1—75+-~- =
10 107 10

23 17(1 1 1 jzs 17 “(1)2"
==+ et fo|l==+—>|—| =
10 1000L10° 102 102" 10 1000\ 10

23 17 &( 1Y

=— 4 — _

10 10004100

(1Y .
Vamos calcular a soma da série Z(—Oj . Como 1/100 <1, a série é convergente e
n=0

1Y 1 100
tem-se s = . =
100 1 99

100

Donde, 2,3(17)=2> 4 17 100 _ 1147
101000 99 495

. L 2
1.3.  Calcular, se possivel, a soma da série Zz— .
‘on-+4n+3

13



Resolugdo:

>

o =

) +4n+3 p—

-1 n+2

“(n+1) n+3)

Vamos mostrar que zm
n+1ij\n+

1 _a b
(n+1)n+3) n+l n+3

Desembaracando de denominadores, vem sucessivamente:

1=a(n+3)-b(n+1)
1=(a-b)n+3a-b
a-b=0 e 3a-b=l
Donde, a=b=1/2.

—=\n+l1 n+3 =\n+l1

IMMJZ )mﬁ)zmuz_uakéi(l ~

1
,vem u, , =

Fazendo u, = :
n+l1 n+3

AsomadelZ( ! — ! jés:l(l—Zlim ! j:
2 282

n+l n+3

n=1

A soma da série dada é

z 2f4n+4-1 z i

n=1

¢ uma série de Mengoli.

(n+2- 1n+2+n

)
n+3

e e 1 & 1 1 1 1
2o 2 ) e R

“n’+4n+3 = (n+1) n+3) n+l n+3

14



1.4. Estudar a natureza da série ZIn(z n 5)
n-+

n=1

Resolugdo:

Vamos comegar por calcular o limite do termo geral.

iminl — =1l tim —" =L 20
2n+5 2n+5 2

Como o limite do termo geral € diferente de 0, entdo a série € divergente.

2. Ache os valores de x para os quais convergem as seguintes séries. Se possivel, para

esses valores de x calcule a soma de cada uma das séries.

21 Y (-4y 23, 3+

22, Sig'x 24. L

Resolugdo:

Todas as séries dadas sdo geométricas. Vamos escrevé-las na forma Zr" e

determinar a razdo r de cada uma, determinando os valores de X para os quais o
modulo de r € menor que 1, para que as séries sejam convergentes.
Estas séries, cuja soma, quando existe, é fung¢do de x, sdo designadas por séries de

poténcias e desempenham um papel muito importante no Calculo.

15



o

2.1. ) (x—4)

n=0
A razdo desta série é x-4. Donde para a série ser convergente tem que
sucessivamente verificar-se

lx—4/<1

-1<x—-4<l1

3<x<5
Para os valores de x no intervalo ]3,5[, a soma da série é

1 1

=(x=4)° =
s=(x )1—x+4 5—x

2.2. itg "x= i (rgx)"
n=0 n=0

A razdo desta série € tgx. Para a série ser convergente tem que ter-se | tgx |<1

ou -I<tgx<l. Tendo em atenc¢do a fungdo tgx, as condi¢des verificam-se para

T kr<x<Zikr keZ
4 4

Para estes valores de x, a soma da série é

1
1—1gx - 1—1tgx

s = (rgx)’

- .., x+3
A razido desta série é

. Para que a série seja convergente tem que ter-se

lx+3<2
x+3

< 1. Sucessivamente vem —2<x+3<?2

—S5<x<-1
Para os valores de x de ]-5,-1[, a soma da série é
_x+3‘ 1 __x+3
2 1_)C+3 x+1
2

S

16



243223 (lj

n=0 X n=0 X

X

A razdo desta série € 1/x. Para a série ser convergente tem que ter-se <1 ou

|x| >1. Ou ainda x<-1 ou x>1. Para estes valores de x a soma da série é

. As reservas mundiais de certo minério estimam-se em 1000 milhdes de toneladas.

No ano de 2003, sao consumidos 9 milhdes de toneladas do minério em causa.

3.1. Supondo que o nivel de consumo se mantém constante, quantos anos durard a
reserva?
3.2. Quantos anos durard a reserva, se o consumo aumentar 5% em cada ano?

3.3. Quantos anos durara a reserva, se o consumo diminuir 1% em cada ano?

Resolugdo:

3.1. Se as reservas de minério sdao 1000 milhdes de toneladas e se o consumo for de 9
milhdes em cada ano, entdo o ndmero de anos que a reserva deverd durar,

1000

obtém-se calculando ~111. Assim, a reserva durara cerca de 111 anos.

3.2. Vejamos o seguinte quadro em que se registam os anos de consumo e oS

respectivos consumos (em milhdes de toneladas).

1° ano 9
2° ano 9+0,05%9 =9x1,05
3°ano 9%1,05+0,05%(9x1,05) = 9x1,05°
4° ano 9x1,05% +0,05%(9x1,05%) = 9x 1,05’
n-ésimo 9x1,05""
ano

17



A reserva esgotar-se-4 quando o consumo total for igual a 1000 milhdes de
toneladas, isto €, ao fim de n anos em que 9x1,05 "1=1000. Por tentativas, chega-

se a n=38 (aproximadamente).

3.3. Vamos fazer um quadro idéntico ao anterior, mas tendo em conta a diminui¢ao

do consum em 1% em cada ano.

1° ano 9
2° ano 9-0,01x9=9x0,99
3°ano 9x0,99 —0,01x9x0,99 =9x0,99°
4° ano 9%x0,99°
n-ésimo 9x0,99""
ano

Para que a reserva se esgotasse teria que acontecer 9x0,99""'=1000. Ou seja,

(%) =110, o que é impossivel. Assim, a reserva nunca se esgota.

4. Determinada autarquia constréi anualmente 200 casas e, também em cada ano,
consegue vender 3/4 delas, ficando as restantes disponiveis.
Supondo que os ritmos de construcdo e de venda se mantém constantes, qual serd a

tendéncia do mercado imobilidrio, a longo prazo?

Resolucio:

A semelhanga do problema anterior vamos construir um quadro em que indicamos o
nimero de anos de constru¢do e o nimero de casas construidas em cada um desses

anos.

18



1° ano 200

2° ano 1 1
200 + Z 200 = 200(1 + Zj

3° ano 1 1 1 1 2
200+—=200{ 1+— =200 1+ —+| —
4 [ 4) 4 (4j

n-ésimo ano | 1) 1y 1)
2000 1+—+| = | +-+|—| [=200>]]~—
4 \4 4 =\ 4

Como se pretende calcular a tendéncia do mercado a longo prazo, vamos supor que n

I n—1
tende para infinito. Ou seja, vamos estudar a série 2002 (lj .

n=l1
Como se vé facilmente a série € uma série geométrica e tem-se
=(1\" =(1)' 11
200> | —| =200x4) | —| =200X4X—x—— = 266.
n=1 4 n=1 4 4 1— l
4

A longo prazo a autarquia deverd ter para vender cerca de 266 casas.

EXERCICIOS PROPOSTOS
1. Seja a, = 21 .

3n+1
Verifique:

1.1.  se a, é convergente;

1.2.  se Zan ¢ convergente.

n=1

19



2. Estude a convergéncia das seguintes séries e, se possivel, calcule as suas somas:

o o) n-1 oo (_3 n-1
2.1. Z}s&j 2-2-; 43

23. 337 24. Y7
n=1

~n+5

o 1 = n

2. Z::l n(n+2) =T nZ::‘ln n+1
- . ; = 3" 42"

2.6. 2(2(0,1) +0.2)) 28. > o
n=1 n=1

3. Calcule os valores de x para os quais as séries seguintes sao convergentes. Calcule a

soma de cada série para esses valores de x:

oo n

3.Y ;“

n=1

20



RESPOSTAS:

Abreviaturas D=divergente; C=convergente; s=soma

1.
1.1.C
1.2.D

2.1.C; s=15
2.2.C;s=1/7
23.D

24.D

2.5.C; s=3/4
2.6. C; s=17/36
2.7.D

2.8.C; s=3/2

3.1. -3<x<3; s=x/(3-x)
3.2. -1/4<x<1/4; s=1/(1-4x)
3.3. [x>1; s=x/(x-1)



