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RESUMO

Este estudo tem como objetivo elaborar, aplicar e analisar uma sequéncia didatica
que envolveu o tema funcao logaritmica utilizando o software GeoGebra como
uma estratégia pedagogica. Para tanto escolhemos como aporte tedrico a Teoria
dos Registros de Representacdo e Semiotica descrita por Duval (2009) e os
processos do Pensamento Matematico Avancado segundo Dreyfus (1991). Como
referencial metodoldgico, utilizamos os pressupostos da Engenharia Didatica
(ARTIGUE, DOUADY, MORENO, 1995). As escolhas das atividades para compor
a sequéncia foram retiradas do Caderno do Professor de Matematica da 12 Série
do Ensino Médio volume 3 (SAO PAULO, 2009) com algumas adaptacdes que
julgamos necessaérias. Os sujeitos da pesquisa foram estudantes do 3° ano do
Ensino Médio de uma escola da rede estadual de S&o Paulo no Municipio de
Itaquaquecetuba, durante oito encontros presenciais. As analises das producdes
realizadas pelos alunos em conjunto com as transcricées dos dialogos gravados
em &udio durante a aplicacdo da sequéncia didatica apontaram que houve
dificuldade em fazer a conversao do registro grafico no registro de partida para os
registros: algébrico e na lingua natural no registro de chegada. Segundo relato
dos participantes, o uso do software GeoGebra contribuiu para a visualizacédo e
para a compreensdao do comportamento grafico das funcdes estudadas. Os
processos do Pensamento Matematico Avancado envolvido nas estratégias de
resolucdes dos estudantes foram: a descoberta por meio de investigacéo,
mudanca de representacdo de um mesmo conceito, generalizacdo e abstracao.
Segundo Dreyfus (1991) esses processos sao relevantes para a compreenséao de
um conceito matematico. Apés as analises dos resultados concluimos que a
aplicacdo da sequéncia didatica utilizando o software GeoGebra foi uma

estratégia eficiente para atingir os nossos objetivos propostos inicialmente.

Palavras-chave: Funcdo Logaritmica, Processos do Pensamento Matematico
Avancado, Registros de Representacdo e Semidtica, Software GeoGebra, Ensino
Médio.



ABSTRACT

This study aims at developing, to apply and to analyze a didactic sequence which
has involved the logarithm function theme using the software GeoGebra as a
pedagogical strategy. For this purpose we have chosen the Registers of Semiotic
Representation Theory as theoretical framework, as described by Duval (2009) as
well as the Advanced Mathematical Thinking Processes, according to Dreyfus
(1991). We have used the project of Didactic Engineering (ARTIGUE, DOUADY,
MORENO, 1995) as methodological reference. The activities chosen to compose
the sequence were retrieved from Math Teacher’s book of the High School to the
first grade third quarter of 2009 (SAO PAULO, 2009) with some adaptations which
we judged necessary. The fellows of this survey were students of a public school
in Sdo Paulo State in the town of Itaquaquecetuba who were observed during
eight presence meetings. The analyses of the production achieved by the students
in connection with the transcriptions of the dialogues recorded in audio during the
proposal of the didactic sequence pointed out that there were difficulties in making
the conversion from the graphic register in the initial record to the registers:
algebraic and in the natural language in the final record. Based on the report of the
participants, the use of the software GeoGebra has contributed to the visualization
and to the understanding of the graphic performance of the studied functions. The
Advanced Mathematical Thinking Processes involved in the strategies of the
solutions of the students were: the discovery by using investigation, changing of
representation for the same concept, generalization and abstraction. According to
Dreyfus (1991) these processes are relevant to the understanding of a
mathematical concept. After the analyses of the results we have concluded that
the application of the didactical sequences using the software GeoGebra was

efficient strategy to achieve our initially proposed objectives.

Keywords: logarithm function, Advanced Mathematical Thinking Processes,

Registers of Semiotic Representation Theory, Geogebra, Secondary Teaching.
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INTRODUCAO

Por mais de dois mil anos, ter uma familiaridade com a Matemética foi
considerada como parte indispensavel da bagagem intelectual de todas as
pessoas cultas. O ensino da Matematica tem se degenerado em exercicio
repetitivo e vazio de solucédo de problemas, o que pode desenvolver capacidade
formal, mas ndo conduz a uma compreensédo ou maior independéncia intelectual.
(COURANT; ROBBINS, 2000).

Muitos professores de Matematica, j& devem ter tido a experiéncia de
serem questionados por seus alunos sobre a importancia da Matemética e sua
utilidade. (AVILA, 2007). A justificativa do ensino da Matematica dada aos alunos
resume-se muitas vezes na “importancia para o desenvolvimento do raciocinio
l6gico, ou a aplicacdo em atividades praticas que envolvem o0s aspectos

quantitativos da realidade”.

Esse questionamento sobre a importdncia da Matematica pelos alunos se
deve ao modo de como esta ciéncia tem sido proposta a esses estudantes, com o
propésito de resolver problemas repetitivos mencionados por Courant e Robbins
(2000), sem possibilitar a compreensao dos conceitos subjacentes e muito menos

favorecer o desenvolvimento da independéncia intelectual.

Avila (2007) salienta que o pensamento matematico ndo deve ser resumido
apenas aos seus aspectos légico-dedutivos, e sim incluir os processos de
invencdo e descoberta. Em seus aspectos mais criativos, a Matematica depende

da intuicdo e da imaginacao, as vezes mais do que da deducdo. Para o autor,

A intuicdo é a faculdade mental que permite obter o conhecimento de
maneira direta, sem a intervencdo do raciocinio. Os matematicos
frequentemente se referem a algum fato “intuitivo”, querendo com isto
dizer que se trata de algo cuja veracidade é facilmente reconhecivel.
Mas é bom lembrar que “intuitivo” ndo & sinénimo de “facil”. Ha muitas
verdades profundas e dificeis que s&o apreendidas pela intuicdo. (AVILA,
2007, p. 4)
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O ensino da Matematica é justificado pelo autor pela riqueza dos diferentes
processos de criatividade proporcionando excelentes oportunidades para o
desenvolvimento intelectual do educando e no papel que esta disciplina

desempenha na construcéo de todo o conhecimento humano.

Assim, para atingir plenamente seus objetivos, 0 ensino desta ciéncia deve

ser feito de maneira a atender certos requisitos basicos:

O ensino deve sempre enfatizar as ideias da Matematica e sua
importancia no desenvolvimento da prépria Matematica. Os diferentes
tépicos da Matematica devem ser tratados de maneira a exibir sua
interdependéncia e organicidade. O ensino da Matematica deve ser feito
de maneira bem articulada com ensino de outras ciéncias, sobretudo a
Fisica. (AVILA, 2007, p. 9)

E assim, 0 autor sugere que a cada novo topico a ser ensinado, o professor
sempre que possivel, justifique a relevancia daquilo que ensina, trazendo
frequentemente para suas aulas, histérias, problemas e questfes interessantes
da histéria da Matemética, de forma que favoreca ao aluno uma crescente

admiracéo pelo largo alcance da Matematica.

Ao longo da Educacéo Bésica, o ensino das Funcdes possui um grande
espaco no Curriculo na disciplina de Matematica. Contudo, resultados de
pesquisas que descreveremos nos proOximos capitulos, apontam que o0 conceito
de funcdo ndo é bem compreendido pelos alunos, e muitas vezes esses chegam
ao Ensino Superior com dificuldades na compreensdo e reconhecimento das

funcdes elementares que séo estudadas no Ensino Médio.

O presente estudo teve como objetivo elaborar, aplicar e analisar uma
sequéncia didatica utilizando o software GeoGebra como uma estratégia

pedagogica.

Escolhemos o objeto matematico Fungédo Logaritmica, devido muitas vezes
ter sido questionada por nossos alunos de qual a relevancia de se estudar este
tépico e as dificuldades que os alunos em geral se deparam quando estao diante

de situagBes-problema que envolve essa funcao.

Assim, esta pesquisa foi organizada em cinco capitulos, referéncias e

anexos.
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No capitulo I, descreveremos a problematica que nos conduziu as questdes
de pesquisas e aos nossos objetivos. Tais objetivos surgiram de nossas reflexdes
de que ao propor uma sequéncia didatica, os alunos conseguem reconhecer
alguns elementos fundamentais para o estudo da funcéo logaritmica, tais como
dominio, imagem e o esbogo do grafico? Em que medida? Quais as dificuldades
encontradas? Quais avancos percebidos? O uso do software GeoGebra como
estratégia didatico-pedagodgica no estudo das funcdes exponenciais e logaritmicas

contribuiu ou ndo para a aprendizagem dos alunos?

Para subsidiar essa pesquisa no capitulo Il, apresentaremos o referencial
tedrico, fundamental para o desenvolvimento deste estudo, que séo a Teoria dos
Registros de Representacbes Semidtica (DUVAL, 2009), os Processos do
Pensamento Mateméatico Avancado (DREYFUS, 1991) e os pressupostos da
Engenharia Didatica (ARTIGUE, DOUADY, MORENO, 1995) como o referencial

metodoldgico.

Uma das fases descritas pela Engenharia Didatica sdo os estudos
preliminares que relataremos no capitulo Ill. Analisamos como o ensino de
funcbes logaritmicas é sugerido pelos documentos oficiais, os resultados de
pesquisa inerentes ao tema, tais como Karrer (1999), Ferreira (2006), Saldanha
(2007), Lima (2009), um breve estudo historico da invencdo dos logaritmos e a

relacdo da quadratura da hipérbole com a fun¢éo logaritmica. (MAOR, 2008)

No capitulo IV denominado como Procedimentos Metodoldgicos,
descreveremos como o ensino da Func¢éo Logaritmica é abordado no caderno do
Professor de Matemadtica, publicado pela Secretaria Estadual de Educacdo do
Estado de Sao Paulo e disponibilizado aos professores de Mateméatica no ano de
2009. A fim de fazer uma sondagem de quais conhecimentos prévios os alunos
participantes desta pesquisa apresentam, relataremos a entrevista feita com o ex-
professor destes alunos. Apresentaremos as analises a priori das atividades que
compds a sequéncia didéatica, a descricdo da aplicacdo da sequéncia realizada

com seis alunos do 3° ano do Ensino Médio e as analises a posteriori.

No capitulo V, apresentaremos nossas Consideragcées Finais sobre o
estudo, as respostas que obtivemos para nossas questdes de pesquisas e as

indagacoes e reflexdes que surgiram ao longo da elaboracéo deste trabalho.
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Capitulo |

DELIMITACAO DO PROBLEMA E OBJETIVO

Justificativa e Motivacdes para o estudo

O ensino de Funcdes é um dos assuntos que acompanha a trajetoria dos
alunos desde o Ensino Fundamental, sendo ampliado esse universo de estudo
durante o Ensino Médio e constitui-se como subsidio fundamental para os
estudantes que ingressam em diversos cursos no Ensino Superior.

O conceito de funcéo permeia grande parte da matemética e, desde as
primeiras décadas do século presente, muitos matematicos vém
advogando seu uso como principio central e unificador na organizacéo
dos cursos elementares de matematica. O conceito parece representar
um guia natural e efetivo para a sele¢do e desenvolvimento do material
de textos de matematica. Enfim, é inquestionavel que quanto antes se

familiarize um estudante com o conceito de funcédo, tanto melhor para
sua formacé@o matematica (EVES, 2008, p. 661).

Apesar de ser um assunto proposto pelos Parametros Curriculares
Nacionais do Ensino Médio (PCNEM*, BRASIL, 1999) na estrutura curricular na
disciplina de Matemética no Ensino Médio, em especial no primeiro e terceiro ano,
ha pesquisadores que apontam em seus resultados de pesquisas que ha diversas
dificuldades de aprendizagem deste conceito por alunos que ingressam no Ensino
Superior, tais conceitos séo alicerces para futuros tépicos a serem desenvolvidos

ao longo do curso.

Para identificar alguns elementos que pudessem evidenciar ou fornecer
subsidios sobre as concepc¢des dos alunos, referentes a nocdo de funcdo ao
ingressarem no primeiro ano do Ensino Superior, Bianchini e Puga (2006)

realizaram uma pesquisa diagnostica com 79 alunos matriculados na disciplina de

! Parametros Curriculares Nacionais do Ensino Médio. Brasil, 1999.



20

CDI (Calculo Diferencial e Integral) do curso de Ciéncia da Computacgéo.
Utilizaram como fundamentacgédo tedrica a nogcdo de Registros de Representacao

Semiodtica concebida por Duval (2003).

O instrumento de pesquisa foi elaborado por questdes abertas sobre o
conceito de funcao e representacdes de algumas funcdes no registro grafico que
as pesquisadoras acreditavam ser familiares aos alunos durante o Ensino Médio e
outras ndo tdo familiares como as conicas, que somente s&do trabalhadas no
terceiro ano. Dos resultados obtidos as autoras afirmaram que os alunos que
mobilizaram a coordenacédo de dois ou mais registros de representacdo semiética
obtiveram um melhor desempenho do que aqueles que utilizaram apenas um
registro de representacdo semiotica. O confronto entre os resultados da pesquisa
com o referencial tedrico utilizado apontou o que Duval (2003) afirma sobre a
necessidade da coordenacédo de pelo menos dois registros de representacdo para
gue haja a compreensao de um conceito. E destacaram que:

[...] Notamos, também, a necessidade de explorar mais detidamente
desde o Ensino Médio, o estudo de outras fun¢des, além das fun¢des
afim e quadraticas. Isso se justifica tendo em vista que os resultados
obtidos revelaram que os alunos ndo apresentaram um desempenho

satisfatorio, mesmo em relacdo aquelas funcdes estudadas
anteriormente. (BIANCHINI; PUGA, 2006, p. 13)

Outra pesquisa relacionada ao desempenho e dificuldades dos alunos do
3° periodo do curso de Engenharia Industrial Téxtil, foi realizada por Nasser
(2006) que teve como objetivo analisar o progresso de alunos na disciplina de
Célculo no que diz respeito ao tracado dos graficos de funcbes reais de uma e

duas variaveis. Segundo a autora:
O foco deste estudo é nas deficiéncias e dificuldades dos alunos de
Célculo no tracado de graficos de fungdes basicas. Observamos que os
alunos chegam a Universidade com muitas dificuldades, provenientes da

falta de experiéncias prévias do tracado e analise de graficos, no Ensino
Fundamental e Médio. (NASSER, 2009, p. 46).

A autora salienta que grande parte dos sujeitos da pesquisa afirmou ter tido
pouca ou nenhuma experiéncia anterior na aprendizagem de gréafico. As

diversidades de experiéncias prévias em Matematica ficaram evidentes nas
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dificuldades apresentadas pelos alunos, principalmente no calculo algébrico,
operacdes com fracdes, nimeros decimais e radicais, visualizagdo espacial e a
dificuldade de justificar as respostas apresentadas. A estratégia de ensino foi
constituida por meio de transformacdes no plano, tendo como ponto de partida os
graficos que Ihes eram familiares tais como y = x e y = x2. A partir desses graficos
os alunos foram incentivados a aplicar transformacdes para obter outras retas e

parabolas.

Em suas consideracdes finais a autora relata que ao utilizar a estratégia de
transformacdes no plano da disciplina de Calculo I, os alunos que participaram da
pesquisa sentiram seguranca para tracar graficos de funcdes que representam
retas, parabolas e curvas dos tipos exponenciais e logaritmicas, mas nao foram
tdo eficazes no que se refere a superficie definida implicitamente por uma

equacdao de trés variaveis.

Por meio dos resultados das pesquisas citadas acima, ha indicios de que
os alunos que terminam o Ensino Médio apresentam muitas lacunas no que diz
respeito ao estudo de funcdo, suas diversas representacdes e sobre a sua
aplicabilidade em outras areas do conhecimento.

O interesse pela leitura de resultados referentes as pesquisas sobre o
Ensino de Funcdo originou-se ao frequentar o curso de Especializacdo em
Educacdo Mateméatica da PUC-SP. Como parte obrigatéria para a conclusao do
curso, produzimos uma monografia que teve como objetivo realizar um estudo
diagndstico com alunos do 1° ano do Ensino Médio cujo tema foi a Funcéo
Exponencial e a andlise das dificuldades apresentadas pelos alunos deste objeto

matematico.

Este primeiro contato com a pesquisa nos motivou a buscar subsidios que
pudessem minimizar essas dificuldades e continuar o aprofundamento teérico de
como propiciar atividades matematicas de forma que o aluno compreendesse o
conceito de funcéo, suas diversas formas de representacdes e como utilizar o uso

das Tecnologias como estratégia de ensino.

A fim de verificar o que ja foi pesquisado sobre Funcgdes, fizemos a leitura

da dissertagdo intitulada “Ensino e Aprendizagem do Conceito de Funcéo:
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Pesquisas realizadas no periodo de 1970 a 2005 no Brasil” (ARDENGHI, 2008). O
autor realizou um levantamento bibliografico e encontrou um total de 46
producdes cientificas incluindo dissertacbes de mestrado, teses e artigos

cientificos sobre o conceito de Funcao realizadas no Brasil.

Das producfes analisadas por Ardenghi (2008), observamos que existem
muitas pesquisas sobre funcdo afim e quadratica e poucas sobre funcao

exponencial e logaritmica.

Como professora do Ensino Médio, percebemos a existéncia de muitas
dificuldades no processo ensino e aprendizagem das fungcbes exponenciais e
logaritmicas. Muitas vezes 0 ensino restringe-se apenas ao estudo das funcbes
afim e quadraticas, e as funcdes exponenciais e logaritmicas ndo séo trabalhadas
no 1° ano do Ensino Médio, deixando de ser ensinadas pelo fato de terminar o
ano letivo e ndo serem retomadas no ano seguinte. Esse fato péde ser constatado
em uma conversa informal com varios professores de Matematica do Ensino
Médio.

Desta forma, o interesse pelo estudo da funcédo logaritmica despertou
inicialmente por meio de minha experiéncia como professora do Ensino Médio.
Acreditamos que o estudo desta fungdo ndo pode deixar de ser ensinado aos
alunos neste nivel de ensino. Por um lado encontramos varios modelos
matematicos que se utilizam deste objeto para modelar fenbmenos naturais, tais
como pH de solucbes quimicas, escalas para medir a intensidade de terremotos
entre outros e, por outro lado, os alunos que ingressarem no Ensino Superior

poderdo ter dificuldades ao se depararem com o estudo dessa funcéao.

Ao fazer parte do curso de Mestrado Académico do Programa de Pés-
Graduados stricto sensu em Educacdo Matematica da PUC-SP, houve uma
motivagdo em buscar pesquisas realizadas sobre Funcbes Logaritmicas e
estabelecer uma relagcdo entre a nossa assertiva com os resultados das

pesquisas sobre o0 assunto.

Este trabalho faz parte da linha de pesquisa “A Matematica na Estrutura
Curricular e Formacao de Professores” que tem como preocupagao investigar o

papel da Matemética na estrutura curricular na Educacéo Basica, reflexdo dos
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professores sobre sua pratica docente e as relagbes professor — aluno — saber

matematico.

Fazemos parte do grupo de pesquisa denominado GPEA (Grupo de
Pesquisa em Educacéo Algébrica da PUC-SP) coordenado pelas pesquisadoras
Dra. Silvia Dias Alcantara Machado, Dra. Maria Cristina de Souza Albuguerque

Maranhao e Dra. Barbara Lutaif Bianchini.

As discussbes e producdes cientificas produzidas pelos integrantes do
grupo tém por objetivo investigar visdes, tendéncias no ensino e seus impactos na
aprendizagem da Algebra nos diversos segmentos de ensino fundamentado pelo
projeto de pesquisa “Qual a Algebra a ser ensinada na formagdo de
professores?”. Apoés a leitura deste projeto ficou clara a relevancia da pesquisa
no campo da Algebra devido as mudancas pedagdgicas e curriculares norteadas
por visdes construtivistas nos Parametros Curriculares Nacionais para o Ensino
Médio.

E necessario que o professor de Matematica tenha dominio do contetido a
ser ensinado, mas também é fundamental que se tenha o conhecimento de como
€ quais processos cognitivos sdo necessarios para que o estudante construa o
seu conhecimento e como o professor ira articular o saber a ser ensinado de
forma que se favorecam esses processos para que o aluno tenha sucesso nao

somente na Algebra, mas em todos os campos da Matematica.

Deste modo acreditamos na relevancia da formacdo continuada do
professor de Matematica para acompanhar as mudancas curriculares e as
mudancas na forma de como a Matematica pode ser ensinada de maneira que o

aluno construa seu conhecimento de forma autbnoma.

Nosso trabalho esta inserido no projeto “Estudo das concepgbes acerca
das relagbes” que tem por finalidade investigar as concepc¢fes dos estudantes e
professores de matematica acerca das relacdes algébricas. Constitui-se em um
dos eixos de estudo do projeto: “O que se entende por algebra?”, que focaliza
concepcOes de professores e estudantes em temas centrais da algebra do ensino

bésico.
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Temos como hipotese que ao elaborar uma sequéncia didatica propondo
situagcOes-problema que explorem a coordenacgao entre os diversos de registros
de representacfes semidtica de um objeto mateméatico pode possibilitar a

aprendizagem do objeto em estudo.

Nossos objetivos consistem em elaborar, aplicar e analisar uma sequéncia
didatica para o ensino da fungcdo logaritmica propiciando atividades que
contemplem a coordenacgéo de diversos registros segundo a Teoria de Registros
de Representacdo e Semibtica, conforme Duval (2009), utilizar o software
GeoGebra e a calculadora cientifica para favorecer estratégia didatico-pedagodgica
de ensino, ou seja, fazer o uso destas tecnologias de forma planejada com
objetivos previamente estabelecidos de forma que o estudante possa desenvolver
0s processos de: observar, conjecturar, levantar hipéteses, generalizar e abstrair,
tais processos sdo importantes para o desenvolvimento do Pensamento
Matematico Avancado (DREYFUS, 1991).

Portanto nossas questdes de pesquisas consistem em analisar se:

1. Os alunos com a sequéncia didatica proposta neste trabalho conseguem
reconhecer alguns elementos fundamentais para o estudo da funcéo logaritmica,
tais como dominio, imagem e o esboco do grafico? Em que medida? Quais as

dificuldades encontradas? Quais avancos percebidos?

2. O uso do software GeoGebra como estratégia didatico-pedagogica no

estudo da funcéo logaritmica contribuiu ou ndo para a aprendizagem dos alunos?

Para o desenvolvimento desta pesquisa utilizaremos como referencial
metodoldgico os pressupostos da Engenharia Didatica (ARTIGUE; DOUADY;
MORENO, 1995), que possui quatro fases: analises preliminares, analise a priori,

experimentacdo, analise a posteriori e validagao.

No préximo capitulo apresentaremos o0s referenciais teodricos e
metodoldgicos que subsidiaram todo o processo de elaboracgéo e realizagéo deste

trabalho.
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Capitulo Il

REFERENCIAL TEORICO E METODOLOGICO

Acreditamos que o professor de matematica ao fazer escolhas das
atividades a serem propostas aos estudantes e avaliar o processo de ensino e
aprendizagem de um determinado objeto matematico, necessita conhecer quais
sS40 O0s processos cognitivos que possivelmente desencadeardao uma
aprendizagem em mateméatica. Assim eles provavelmente entenderiam as
possiveis dificuldades que seus alunos podem encontrar na solucdo de uma

situacao-problema.

A fim de tentar compreender alguns desses processos estariam
subjacentes as dificuldades de aprendizagem da funcédo logaritmica, este trabalho
esta norteado pela Teoria dos Registros de Representacdo Semiotica descrito por
Duval (2009) e pelos Processos do Pensamento Mateméatico Avangado segundo
Dreyfus (2001).

Como referencial metodolégico, utilizaremos o0s pressupostos da

Engenharia Didatica segundo Artigue, Douady e Moreno (1995).

2.1. Os Registros de Representacao Semiotica

A nogéo de representagéo para o estudo do conhecimento foi introduzida
em trés retomadas, com enfoques diferentes da natureza do fendmeno

designado.

Como representacdo mental focalizando as crengas e as explicagdes das
criancas pequenas. Piaget desenvolveu este estudo disposto a entender os
fendmenos naturais e psiquicos. Outra nocdo de representacdo dada como

“evocacao dos objetos ausentes” para caracterizar a novidade do ultimo dos
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estagios da inteligéncia sensorial-motora (PIAGET? 1930 apud DUVAL, 2009, p.
30).

O segundo enfoque dado ao significado de representacdo como
representacdo interna ou computacional, com as teorias priorizando o
tratamento, de forma que a informacdo fosse recebida e produzida como uma
resposta adaptada. Um dos iniciadores pode ter sido Broadbent® (1958 apud
DUVAL, 2009, p. 31). Neste ponto de vista a nogcédo de representacdo pode ser
vista como a forma de uma informacdo ser constituida, como um sistema de

“codificagao da informacao”.

A representacdo como semiotica, estd presente no quadro de trabalhos
sobre a aquisicAo de conhecimentos matematicos e o0s problemas de
aprendizagem.

[...] A especificidade das representagdes semioticas consiste em serem
relativas a um sistema particular de signos, a linguagem, a escritura
algébrica ou os gréficos cartesianos, e em poderem ser convertidas em
representagoes “equivalentes” em outro sistema semiético, mas podendo
tomar significacfes diferentes para o sujeito que as utiliza. A nogéo de
representacdo semiética pressupde, entdo, a consideracdo de sistemas
semioticos diferentes e de uma operacdo cognitiva de conversdo das
representacdes de um sistema semiotico para um outro. Essa operagéo

tem sido primeiramente descrita como uma “‘mudanca de forma”.
(DUVAL, 2009, p. 32 grifo do autor).

Neste contexto, se o professor propor ao aluno: “Dado o grafico de uma
funcdo f representado em um sistema cartesiano ortogonal, escreva sua
respectiva expressao algébrica” ou interpretar um enunciado de uma situagéo-
problema e solicitar que o aluno a represente por meio de diagramas, isto
consiste no que o autor chama mudanca da forma pela qual um conhecimento é

representado.

A aprendizagem da matematica constitui um campo privilegiado para a
andlise dos processos cognitivos importantes durante a resolugéo e interpretacdo
de situac¢des-problema, no desenvolvimento do raciocinio logico e dedutivo e para

a compreensao de conceitos referentes aos objetos matematicos.

2 Piaget, J. Etudes sur la logique de I’ efant |, le langage et la pensée chez | “enfant. Neuchatel:
Delachaux et Niestlé.

® Broadbent, D. E. Perception and Comunication. Londres: Pergamon Press.
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O uso de diversas formas de representar um mesmo objeto, além da lingua
materna ou das imagens, tais como tabelas, graficos, simbolos, diagramas,
escritas algébricas, esquemas, sdo atividades cognitivas necessarias para a
aprendizagem em matematica. Para tanto, Duval (2009, p.14) analisa dois
argumentos para responder a seguinte questdo: “O uso de muitos sistemas
semidticos de representacdo e de expressdo € essencial ou, ao contrario, €
apenas comodo, secundario, para o desenvolvimento das atividades cognitivas
fundamentais?”. Essa questdo ultrapassa o dominio da matematica e sua

aprendizagem, mas trata da natureza do funcionamento cognitivo humano.

O autor defende ao argumentar que “ndo se pode ter compreensdo em
matematica, se nds ndo distinguirmos um objeto de sua representacao” (DUVAL,
2009, p.14).

No caso da funcdo logaritmica, para que haja uma compreensédo do seu
conceito, € necessario que o estudante conheca as diferentes representacfes
deste objeto, suas condicBes de existéncia, compreenda essa funcdo como a
inversa da funcdo exponencial e o comportamento do seu gréfico. De forma que o
uso da pluralidade potencial das diversas formas de representacfes semioticas
nao seja confundido com o objeto em questdo possibilitando uma aprendizagem
conceitual. Duval afirma que: “toda confusao entre o objeto e sua representagao
provoca, com o decorrer do tempo, uma perda de compreensao” (DUVAL, 2009,
p.14). Caso isso aconteca, essas representacdes semibticas dos objetos
matematicos seriam secundarias e extrinsecas, pois 0s conhecimentos tornam-se

rapidamente esquecidos fora do contexto de aprendizagem.

O segundo argumento apresentado pelo pesquisador esta relacionado com

a existéncia das representacfes mentais, definido como o conjunto de imagens e

conceitos que um individuo pode ter sobre o objeto. Essas representacdes

mentais estéo interligadas com as representacfes semidticas, como um meio de

comunicacado para o individuo exteriorizar tornando-se visiveis e acessiveis com o
meio exterior.

Se chamamos de semiésis a apreensdo ou a producdo de uma

semiética, e noésis 0s atos cognitivos como apreenséo conceitual de um

objeto, a discriminacdo de uma diferenca ou a compreensdo de uma

inferéncia, pareceria entdo evidente admitir que a noésis é independente
da semiésis ou, ao menos, a dirige. (DUVAL, 2009, p. 15)
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Para ocorrer a aprendizagem da matematica segundo Duval, as
representacfes semioticas ndo sdo apenas imprescindiveis para a comunicacao,
mas também nos procedimentos para efetuar os tratamentos sobre os objetos
matematicos. Esses tratamentos dependem do sistema do funcionamento
cognitivo do pensamento: a noésis (aquisicdo conceitual de um objeto) é
independente da semidsis (representacdes por meio de signos), ou seja, a NOEsis
independe dos recursos da pluralidade dos sistemas semiéticos que implicam na

coordenacao do individuo.

Desta forma, os procedimentos do calculo com logaritmos, por exemplo,
dependem do calculo numérico utilizando conceitos envolvendo a multiplicacdo e
potenciacdo, dependendo da escrita escolhida, seja representacdo decimal,
binaria ou fracionaria. Para o autor, os tratamentos ndo podem ser efetuados
independentes de um sistema semiotico de representacdo. E essa funcao pode
ser completada apenas por representacbes semidticas e nao pelas
representacbes mentais. O uso das representacdes semibticas parece ser

intrinseco pelo individuo nas atividades mateméticas.

Contudo, a mudanga de forma de uma representagdo revela ser para
muitos alunos nos diferentes niveis de ensino, muitas vezes uma operacao dificil
e até mesmo impossivel. Como se a compreensdo de um conteldo ficasse
limitada a forma de representacdo. Essa foi a constatacdo feita por Schoenfield,
na qual cita a “compartimentalizagdo” inapropriada, pois seus estudantes nao
fizeram conexdes entre dominios e sistema de simbolos de conhecimentos
adquiridos. (Duval, 2009, p. 35).

Para Duval, representar o contetdo considerando a noésis dependente da
semiésis, pode diminuir a dificuldade da conversdo, provoca uma reflexdo no
papel da semidsis no funcionamento do pensamento, e também suscita a questao

de diferenciar o representante do representado, nas representacfes semigticas.

O modo como o funcionamento do pensamento e de como 0 conhecimento
se desenvolve esta na variedade dos tipos de signos que podem ser utilizados e
nao no emprego deste ou daquele tipo de signo. Desse modo, segundo o autor,
0s sistemas semioticos devem permitir trés atividades cognitivas inerentes a toda

representacao.
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Na nossa pesquisa podemos ilustrar as trés atividades cognitivas da
seguinte forma: primeiramente ao propor uma situag&o-problema que necessite
do conceito de fungéo logaritmica na base 2 e para soluciona-la € necessario que
o estudante faca uma mudanca de registro da lingua natural para o registro
algébrico, de forma que se obtenha log, x = 10, sera necessario que o estudante
mobilize outros conceitos e compreenda qual € o expoente x para que se tenha
2*¥ =10 empregando as regras proprias em um mesmo sistema, neste caso, 0
sistema de escrita algébrica. Logo apos, solicitar que se faca esboco do grafico de
uma funcdo definida por y = 2* e y = log, x em um mesmo sistema de eixo
cartesiano de forma que se favorecam outras representagdes, para que se possa
construir uma relagdo de comparacdo as representacfes iniciais, podendo

estabelecer a relacdo que a funcéo logaritmica é funcéo inversa da exponencial.
Enfim, converter as representacdes produzidas em um sistema em
representacbes de outro sistema, de tal maneira que estas Ultimas

permitam explicar outras significagBes relativas ao que é representado.
(DUVAL, 2009, p. 37).

Mas todos os sistemas semidticos ndo permitem essas trés atividades

cognitivas fundamentais, por exemplo, o Morse ou o cédigo da rota.

No entanto, a linguagem natural, as linguas simbdlicas, graficos, as figuras
geomeétricas, etc. permitem essas atividades e Duval as define como registro de
representacdo semiotica.

Tais registros constituem os graus de liberdade de que um sujeito pode
dispor para objetivar a si préprio uma ideia ainda confusa, um sentimento
latente, para explorar informacdes ou simplesmente para poder
comunica-las a um interlocutor. A questdo da relacdo entre semidsis e
noésis concerne somente aos sistemas que permitem essas trés

atividades de representacdo e ndo a todos os sistemas semidticos.
(DUVAL, 2009, p. 37)

Os obstaculos e o progresso analisados no desenvolvimento do raciocinio,
aquisicdo de tratamentos logicos e mateméaticos e da compreensdo dos textos
encontrados nas representacdes fundamentais, confrontam trés fendbmenos que

parecem intimamente ligados:

1) A diversificacdo dos registros de representacdo semidtica em que a
linguagem natural e as linguas simbdlicas ndo podem ser consideradas como

partes integrantes de um mesmo registro, assim como, 0s esquemas, figuras
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geométricas, os graficos cartesianos ou as tabelas, pois sdo sistemas diferentes
que possuem questdes de aprendizagens especificas.

2) A diferenciacdo entre o representante e o representado, na qual essa
diferenciacdo esta ligada ao fato da compreensdo do que uma representacao
concebe e a possibilidade de relaciona-la a outras representacdes e integra-las

nos procedimentos de tratamento.

3) A coordenacéo entre os diferentes registros de representacdo semiotica
disponiveis: o conhecimento da correspondéncia entre as regras de dois
sistemas semidticos ndo € suficiente para que eles possam ser mobilizados e
utilizados juntos. A grande dificuldade na coordenacdo desses registros € a
importancia dos fenbmenos de nao congruéncia entre as representacdes

produzidas em sistemas diferentes que explicaremos mais adiante.
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Registro na
lingua natural

4

A magnitude M de um
tremor de terra que
ocorre a 100 km de
certo sismoégrafo é
definida pelo modelo

M =logA+ 3 emquea
A é amplitude maxima
em mm do registro feito
pelo aparelho.

Registro de
Tabela
A M =logA+3
10 4
100 7

M =logA+3

i)

Registro
Algébrico

]

Registro Gréfico

Figura 1 - Coordenacdo entre os Registros de Representacdo Semidtica.

Fonte: Elaborada pela autora.
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Para o estudo das aprendizagens intelectuais fundamentais devem ser
considerados esses trés fendbmenos relativos a semiosis e a operacdo de

conversao que vem do processo cognitivo do individuo.
Nos sujeitos, uma representacdo pode verdadeiramente funcionar como
representacdo, dar-lhes acesso ao objeto representado apenas quando
duas condi¢des sdo preenchidas: que eles disponham de ao menos dois
sistemas semidticos diferentes para produzir a representacdo de um
objeto, de uma situagdo, de um processo [..] e que eles possam

converter “espontaneamente” de um sistema semiético a outro, mesmo
sem perceber as representacfes produzidas. (DUVAL, 2009, p.38)

Quando essas duas condigbes ndo acontecem, o objeto representado é
confundido com sua representacdo, e duas representacdes diferentes de um

objeto ndo podem ser reconhecidas como a representacdo de um mesmo objeto.

No contexto da nossa pesquisa, uma funcdo do tipo y = 2* pode ser
confundida com uma funcéo do tipo y = x?, caso o estudante ndo compreenda
gue na primeira funcdo a variavel independente estd no expoente e a segunda
funcdo, a variavel independente, estd na base. Esse fato pode ser mais
acentuado caso o estudante ndo conheca a representacao dessas duas funcdes

no registro grafico.
Duval define o tratamento como:

[...] uma transformacéo que se efetua no interior de um mesmo registro,
aquele onde as regras de funcionamento sdo utilizadas; um tratamento
mobiliza apenas um registro de representacdo. A conversdo é, ao
contrario, uma transformacdo que se efetua ao passar de um registro a
outro. Ela requer entdo a coordena¢do dos registros no sujeito que a
efetua. “O estudo dessa atividade de conversdo deve entdo apenas
permitir compreender a natureza de um lago estrito entre semiésis e
noésis” (DUVAL, 2009, p. 39).

No caso do exemplo acima, a conversao do registro algébrico para gréafico
é importante e ndo apenas focalizar tratamentos em um mesmo sistema de
registro e enfatizar procedimentos de técnicas algébricas, e somente apos o

estudante dominar esses tratamentos realizar a conversao para o registro grafico.

E necesséario que o professor priorize nas atividades a serem ensinadas a
conversao de diferentes registros de um mesmo objeto de forma alternada, para

que fique clara a diferenca entre o objeto e sua representacao.
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Segundo o autor, ao separar as atividades de tratamento e as de
conversdo, é facil notar as dificuldades suscetiveis referentes ao processo de
conversdo e a importancia de fechamento dos registros. As questdes centrais
para as aprendizagens intelectuais aparecem na possibilidade de favorecer a
coordenacao dos registros. E esta coordenacdo € simplesmente a consequéncia

da aprendizagem de um conceito.

2.1.1. Classificagcdo dos diferentes tipos de representagdes

Para caracterizar as representagbes Duval menciona que alguns
pesquisadores da psicologia cognitiva recorrem a uma das duas oposi¢coes
classicas dos fendmenos cognitivos: a oposicdo consciente/ndo consciente e a
oposicao interna/externa.

A oposicdo consciente/ndo consciente € aquela em que o individuo toma
consciéncia intrinsecamente enquanto a outra lhe escapa completamente o que
ele ndo pode notar. A passagem do ndo consciente ao consciente é um processo
de objetivacdo para o sujeito tomar consciéncia, ou seja, corresponde a
descoberta por si mesmo de alguma coisa que até entdo ele ndo havia notado,
mesmo que alguém |he houvesse explicado. As representacbes conscientes
apresentam carater intencional e que completam uma funcdo de objetivacao,
sendo essencial do ponto de vista cognitivo, pois para fazer a apreenséo
perceptiva ou conceitual de um objeto é necessaria a significacdo dos objetos
remarcados pelo sujeito.

Significagdo e estatuto de “objeto suscetivel de ser visto ou
apreendido por alguém” sdo os dois aspectos reciprocos de toda
representacdo consciente. A significacdo é a condicdo necessaria de
objetivacdo para o sujeito, isto €, da possibilidade de tomar
consciéncia. (DUVAL, 2009, p. 41)

A oposicdo external/interna é a aquela que um individuo vé e observa o que
nao é visivel e observavel. Todas as representacfes ditas como “externas” sao
produzidas por um sistema ou pelo sujeito. A producdo de uma representacao
externa pode apenas se efetuar por meio da utilizagcdo de um sistema semiotico e

estd estreitamente ligada a um dominio e estado de desenvolvimento de um
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sistema semiotico, sendo acessivel a todos 0s sujeitos que aprenderam o sistema
semidtico utilizado.

As representacdes internas pertencem a um sujeito e ndo sédo
comunicadas a outro pela producdo de uma representacdo externa. Esta possui a
funcdo de comunicacdo, assim como a funcdo de objetivacdo, como todas as
representacdes conscientes e a funcdo de tratamento.

A funcdo de objetivacao intrinseca é quase sempre assimilada aquela de
expressao para o outro.

As representagbes externas sdo essenciais para a fungcédo de tratamento
que estdo intimamente ligadas a utilizacdo de um sistema semibtico. Ao
desenvolver o binémio (x + 1)? de forma que fique x?+ 2x + 1tem-se um
exemplo da funcdo de tratamento no registro algébrico.

Uma representagdo interna pode ser consciente ou ndo consciente,
enguanto que uma representacdo consciente pode ser, ou ndo, exteriorizada. O

cruzamento dessas duas oposicOes permite distinguir trés grandes tipos de

representagoes:
Interna Externa
Consciente Mental Semiética
Funcéo de objetivacéo Funcéo de objetivacdo de
expresséo e funcdo de
tratamento intencional
N&o Consciente Computacional
Funcéo de tratamento
automatico ou quase
instantadneo

Figura 2 - Tipos e funcdes de representacdes.
Fonte: Duval, 2009 p. 43.

As representacbes semidticas sdo a0 mesmo tempo conscientes e
externas, e permitem uma “visdo do objeto” por meio de estimulos, tendo valor de
“significante”. Existe uma variedade de representacdes semioticas tais como:
graficos, figuras, esquemas, expressdes linguisticas entre outras. Essas

representacbes sao divididas em analdgicas (imagens que, por exemplo,
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possuem relacbes e caracteristicas segundo um modelo existente) e as
representacfes ndo analdgicas, como as linguas, que ndo conservam nenhuma
relacdo do modelo.
Os diferentes registros de representacdo se diferenciam ndo somente
pela natureza de seus significantes, mas também pelo sistema de regras
gue autoriza sua associacdo e pelo numero de dimensdo em que se
pode efetuar essa associacdo. (DUVAL, 2009, p.44)

J& as representacdes mentais sdo todas as que permitem uma visdo do
objeto sem que haja um significante perceptivel, sdo identificadas as “imagens
mentais” como entidades psicolégicas tendo uma relacdo com a percepcao.

Contudo, as representacdes possuem um dominio mais amplo do que o
das imagens. E necessario relacionar conceitos, ideias, crencas e todas as
projecdes e os valores que um sujeito divide com o seu meio, grupo particular ou
as que refletem seus proprios desejos.

As representacfes mentais e as semidticas podem ser diferenciaveis no
que concerne a producdo e expressdo de suas representacfes mentais, pois
corresponde a independéncia das duas funcbes de objetivacdo e de
representacdo que preenchem todas as representacdes conscientes, isto €, as
representacfes semiodticas como representacdes mentais.

[...] A objetivagdo, que corresponde a formacdo de representacdes
mentais novas, € acompanhada de uma producdo de representacfes
semiéticas, podendo frequentemente parecer insuficiente, inaceitavel ou
incompreensivel do ponto de vista da funcdo, pode ser satisfatéria do
ponto de vista da funcdo de expressdo. Ao contrario, a producdo de
representacdes semioticas pode ser satisfatoria do ponto de vista de
expresséo, e ndo corresponder a nenhuma objetivacdo para o sujeito

gue as produz mais por imitacdo do que as produz por objetivacéo.
(DUVAL, 2009 p. 46).

7

Outra diferenca a ser destacada é o grau de liberdade que as
representacdes semidticas apresentam, enquanto as representacdes mentais nao
0 possuem, pois se limita a Unica visdo, a do que é representado. Essa diferenca
€ primordial, pois as representacfes mentais ndo se prestam a tratamentos a nao
ser pela mobilizagdo de um registro semiético e da pratica “mental” desse registro.
A existéncia da diversidade dos sistemas semioticos, as representacdes
semidticas de um mesmo objeto revelam-se decisivas do ponto de vista da fungéo

de tratamento e do ponto de vista da conceituagao.
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O autor chama de representacbes computacionais aquelas em que 0s
significantes ndo requerem visdo de objeto, e que permitem uma transformacéo
algoritmica de uma sucessao de significantes em outra, nas quais traduzem a
informacédo externa a um sistema sob uma forma acessivel no interior desse
sistema. Do ponto de vista cognitivo, no que concerne ao sujeito humano, as
representacdes internas ndo s&o conscientes.

Embora a existéncia de varias representacfes ndo seja contestada, sua
importancia para a explicacdo dos processos cognitivos €& muitas vezes
negligenciada e talvez a especificidade e a importancia das representagbes
semidticas que se acredita serem desconhecidas. (DUVAL, 2009, p. 48).

Segundo Duval (2009) a producdo de imagens mentais depende de
processos psiquicos ou psicolégicos semelhantes aos da percepgcdo, o que 0S
diferencia das representacdes semidticas que sdo submetidas ao respeito de
regras “sintaticas” de formacé&o de tratamento de unidades significantes.

Por outro lado, a Psicologia Cognitiva privilegia as representacdes nao
conscientes, isto é, as representacfes computacionais, subordinando as outras

duas (mentais e semioticas).

2.1.2. Representacdes Semidticas, tipos de tratamentos e a aprendizagem

Embora as representacbes computacionais sejam parecidas com as
representacfes semibdticas, elas ndo sdo da mesma natureza, pois estas sao
representacfes conscientes, intimamente ligadas a visdo de que se tenha
qualquer coisa como consequéncia da acdo do objeto, enquanto que as primeiras
sao representacdes internas e independentes da visdo que se tem do objeto.
Essa diferenca € explicada por Duval (2009) pela existéncia de dois tipos de
tratamentos dos quais a complementaridade é indispensavel para o

funcionamento e o desenvolvimento do pensamento humano.

Os tratamentos quase instantaneos sdo aqueles efetuados antes
mesmo de terem sido marcados e que produzem as informacdes e as
significacbes em que um sujeito tem imediatamente consciéncia.
(DUVAL, 2009, p.50).

[...] Ja os tratamentos intencionais ao menos o tempo de um controle
consciente para serem efetuados e que se apoiam exclusivamente sobre
os dados provisoriamente remarcados, numa percepcdo furtiva do
objeto. (DUVAL, 2009, p.52 grifo do autor).



37

Os tratamentos quase instantaneos correspondem a familiaridade ou a
experiéncia resultante de longa pratica adquirida em um dominio e possuem
carater imediato ou evidente de uma apreenséo, perceptiva ou conceitual.

Os tratamentos intencionais sdo apenas apoiados sobre 0 que 0 sujeito
"v&” quase que de maneira instantédnea, porém nao podem ser alternados um
depois do outro. A capacidade de tratamento intencional €, a0 mesmo tempo,
restrita e ndo extensivel em todos os sujeitos, qualquer que seja seu nivel de
conhecimento. (DUVAL, 2009, p. 52).

Segundo o autor é por meio da complementaridade desses dois
tratamentos que toda atividade cognitiva humana se repousa. A diferenca das
performances cognitiva entre o0s sujeitos depende da diversidade e da
manipulacdo dos tratamentos quase instantaneos. Quanto mais ha possibilidade
desses tratamentos num dominio, mais 0 numero de elementos imediatamente
integrados e relacionados de uma informacdo sdo maiores e mais epistémicos.
Sendo assim, sem esses tratamentos quase instantaneos ndo haveria construcao
do conhecimento de forma hierarquica e sua funcdo é fornecer a “percepgao
imediata” da consciéncia das unidades informacionais cada vez mais ricas para
gue essa possa ver objetos mais complexos e gerais. “A aquisicdo de novos
tratamentos quase instantaneos aparece entdo como a condicdo de todo
progresso qualitativo da aprendizagem. Porém essa aquisicdo passa
necessariamente por uma fase de tratamentos intencionais” (DUVAL, 2009, p. 52-
53).

2.1.3. As atividades cognitivas de representacéo ligadas a semiésis

A formacdo de representacfes € a primeira atividade cognitiva ligada a
semidsis em um registro semiotico particular. E uma forma de possibilitar a
representacdo mental de um objeto real. Essa formacao implica na sele¢cdo do
conjunto de caracteres e determinacfes para a representacdo deste objeto na

qual se quer representar.

A compreensdo em matematica implica na capacidade de mudar de
registro, pois ndo se deve confundir um objeto e sua representacéo. A evolugéo

dos conhecimentos mateméticos conduziu ao desenvolvimento e a diversificacdo
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de registros de representagcoes (DUVAL, 2003 p. 21), ou seja, a mudanca de um
registro de representagdo a outro ndo é somente mudar de modo de tratamento,
mas explicar as propriedades ou aspectos diferentes de um mesmo objeto. Isso
implica que duas representacbes de um mesmo objeto produzidas em dois

registros, ndo tem de forma alguma o mesmo contetdo. (DUVAL, 2003, p. 22)

A dificuldade se deve ao fato de que o objeto representado ndo pode ser
identificado com o conteddo da representacdo que o0 torna acessivel.

Esse fato foi constatado em uma pesquisa feita por Espinosa (1995), ao
realizar um estudo com professores de Matematica de nivel médio e superior no
México. Esta pesquisa teve como objetivo detectar erros ao fazer mudancas de
diferentes representacdes, tais como: a representacdo do grafico de uma funcao
para outra (desenhos de recipientes) e vice-versa. O instrumento de pesquisa foi
elaborado a partir das estratégias de aprendizagens baseadas nas investigacfes

realizadas por Adda (1987) conforme Figura abaixo:

‘Se dice que una funcion
es una regla de corres-

pondencia.... S8
) 3 §
1 25
— 11 h (3R-h) 0<h<2R ®
YORR T % h v J
LR +7Ur (h-2R) 2R<h<H o T i
3 7| 1936.48
i 10
] 20
25

Figura 3 - Sistemas de Mudancas de Representacdes.
Fonte: Espinosa, 1995, p. 64.

Outro estudo relacionado sobre as dificuldades das mudancas de
representacfes de um conceito matematico foi realizado por Kaput (1987) e
chegou-se a conclusdo que essas dificuldades estdo relacionadas com a ideia de

considerar as representacoes de um mesmo tipo, junto com as operacoes que se
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podem realizar por regras pré-estabelecidas, como em um sistema, conforme

mostra a Figura.

Sistema algebraico ‘Sistema grafico
Representaciones algebraicas Representaciones graficas
f(x)=X+21 XER ? /Gu,

glx) = =x+3, xR :
y I g

f(x) +g(x) =5, x€eR i

1

Figura 4 - Representacdes em sistema algébrico e grafico.
Fonte: Espinosa, 1995 p. 65.

Neste contexto, Duval (1988) ressalta a importancia de realizar estudos das
dificuldades de articulacdes entre diversos sistemas de representacdes, como por
exemplo, a mudanca de representacao do sistema gréafico para o algébrico.

As outras duas atividades (tratamento e conversao) estdo ligadas a
possibilidade de transformar outras representacfes e conservam todo o contetdo
da representacao inicial, ou seja, parte desse conteudo. Entretanto, se essa
transformacao se faz no interior do mesmo registro o autor chama de tratamento,
enquanto que uma transformacédo produzida em outro registro diferente da
representacao inicial Duval (2009) define como conversao. Essas trés atividades

cognitivas sdo fundamentais da semiésis.

Registro de
chegada

Registro
simbélico
(algébrico)

Registro de
partida

Figura 5 - Atividade Cognitiva de Tratamento.
Fonte: elaborada pela autora.

Se pensarmos no registro de partida em y = 2 para um registro de chegada

em log,4 & um pensamento totalmente diferente, como se estivéssemos
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pensando de “traz para frente”. Esse pensar de “traz para frente” € o pensamento
reverso, nome dado por Piaget* (1973 apud BROLEZZI; BARUFI, 2007)

Um tratamento € uma transformacdo interna a um registro de
representacdo ou a um sistema” (DUVAL, 2009, p. 57). As regras utilizadas para
modificar uma representacdo no registro de partida sdo regras, que uma vez

aplicadas, resultam em um mesmo registro no registro de chegada.

A conversao é a transformacéo do registro de partida da representacao de
um objeto para uma diferente representacdo desse mesmo objeto no registro de

chegada.

Representacao no registro grafico

f(x) =log, x

Representacao no
registro simbdlico
(algébrico)

Figura 6 - Atividade Cognitiva de Conversao.
Fonte: elaborada pela autora.

A conversao requer a percepcéao da diferenca entre o sentido e a referéncia
dos signos, ou entre o conteudo de uma representacao e o conceito do que esta
sendo representado. Sem essa percepcédo, a atividade de conversao pode vir a

ser incompreensivel.

* PIAGET, J. Seis estudos de psicologia. Rio de Janeiro: FORENSE, 1973.
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Podemos relacionar a ideia de conversdo e de tratamento com o
pensamento reverso que esta envolvido nos processos em que se parte de uma
situacdo A para chegar a outra B e depois parte da situacdo B para voltar a
situacdo A (BROLEZZI; BARUFI, 2007, p.17).

Os autores ressaltam que para Piaget:

A lbgica na crianca apresenta-se essencialmente sob a forma de
estruturas operatdrias, ou seja, 0 ato l6gico consiste essencialmente em
operar e, portanto, em agir sobre as coisas ou sobre os outros. Mas
ainda, uma operacéo é, com efeito, uma acéo efetiva ou interiorizada,
tornada reversivel e coordenada a outras operagdes, numa estrutura de
conjunto que comporta leis de totalidade (1973 apud BROLEZZI,
BARUFI, 2007, p. 17).

A reversibilidade é destacada por Piaget como o principal critério do
pensamento operatorio, pois possibilita a execucdo de determinada acao em
sentido contrario ao da acao original.

Nesse sentido, na constru¢cdo do conhecimento matematico, desde a fase
das operacles concretas, as nocoes de fazer e desfazer caminham juntas: para
cada operacdo matematica, € definida a operacao inversa, fazendo adequacoes e
ampliacdes do universo no qual se trabalha (BROLEZZI; BARUFI, 2007).

Os resultados de pesquisas realizadas por Duval (1988) apontam
dificuldades no que concerne a atividade de conversdo: grande parte dos alunos
do seconde® ndo reconheceu a diferenca entre uma reta que passa pela origem,

daquela que ndo passa, e até mesmo da escrita algébrica dessas retas.

Segundo o autor, o ensino privilegia apenas a aprendizagem das regras
concernentes ao tratamento, e o lugar reservado a conversao das representacdes
de um registro em outro € minimo, ou até mesmo nulo. Essa afirmacéo € baseada
em inumeras observacdes e investigacOes feitas pelo autor, e os resultados
apontaram que a “conversao das representagdes semidticas constitui a atividade

cognitiva menos espontanea e mais dificil para grande maioria dos alunos”

® Equivalente ao 1° Ano do Ensino Médio no Brasil.
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(DUVAL, 2009, p.63), e ndo somente a conversdo, mas também a coordenacao

entre diferentes registros, criando dificuldades para a compreensao de conceitos.

Desta forma, € necessario dar inicio a uma interpretacdo global para
perceber os diferentes valores possiveis das variaveis visuais no registro grafico e
relaciona-los com os simbolos correspondentes na representacdo algeébrica.
(DUVAL, 1988). Ou seja, as regras de conversao séo diferentes no segundo

sentido, no qual a mudanca de registro € efetuada.

O autor defende que atividade fundamental para aprendizagem é a
conversao das representacfes, sendo tdo importante quanto as de formacéo e
tratamento, e ao utilizar a conversdo pode-se favorecer a coordenacdo dos

registros de representacoes.

2.1.4. Fendmenos caracteristicos da conversao das representacdes
A natureza cognitiva, propria da atividade de conversdo, aparece em dois
tipos de fendmenos, conforme Duval (2003):
a) As variacles de congruéncias e de ndo congruéncias;
b) A heterogeneidade dos dois sentidos de conversao.

Ao analisar uma representacdo terminal em que na representacdo de
partida, a conversdo esta proxima de uma situacdo de simples codificacdo

comparando com o registro de chegada, existe um fendmeno de congruéncia.
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Registros de Partida: registro grafico

U ¥

5

Observe o gréfico acima e
complete os valores da
tabela.

Registro de chegada: registro de
tabela

Figura 7 - Atividade de conversdo em que pode ocorrer fenbmeno congruente.
Fonte: Elaborada pela autora.

Temos um exemplo de uma representacédo de atividade de conversédo na
qual pode ocorrer fenbmeno congruente, ou seja, no registro de partida temos a
representacdo do registro gréafico da funcéo f definida por f(x) = logx, 0 registro
na lingua natural para observar o grafico da funcédo e no registro de chegada
completar a tabela (registro de tabela), ou seja, a situacao esta préxima de uma
codificacdo de forma que os valores estao explicitos nos pontos A e B e 0 aluno

precisa somente observar esses valores para completar a tabela.

Segundo Brolezzi e Baruffi (2007), no estudo de algumas funcdes
elementares, é solicitado aos alunos esbocar o grafico de uma funcédo a partir de
sua expressdo algébrica. E uma situacdo de conversdo entre dois registros de
representacdo: algébrico e grafico, mas apenas em um uUnico sentido, e ao
contrario do que precisaria ocorrer, dificilmente seria solicitado no sentido inverso,

ou seja, dado o gréafico de uma fungao, encontrar sua expressao algébrica. E uma
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situacado tipica de um fendbmeno de conversdo de ndo congruéncia em que se

encaixa o pensamento reverso.

1]

Nos fenbmenos de conversdo em que ocorre a nao congruéncia, “nao
apenas o tempo de tratamento aumenta, mas a conversdo pode se revelar
impossivel de compreender, se ndo houver aprendizagem prévia” (DUVAL, 2009,
p.66).

Segundo Duval (2003), existem fatores que determinam o carater
congruente ou ndo congruente de uma conversao, o que conduz a determinar as

situacdes intermediarias.

Registros Seja as fungdes f e g cujo grafico é
de partida representado no sistema cartesiano abaixo.

dalingua Encontre suas respectivas expressdes

natural e
grafico

d

A fungéo f é definida por f(x) = log, x chegada:
registro
A funcgéo g é definida por g(x) = 2* algébrico

Registro de

Figura 8 - Atividade de conversao que pode ocorrer fendmeno ndo congruente.
Fonte: Elaborada pela autora.
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Na Figura 8 temos uma situacdo de conversao de um fendmeno né&o
congruente, pois as regras para encontrar a expressao algébrica no conjunto de
chegada a partir do grafico de uma funcdo ndo sdo as mesmas, que se fosse

realizado no sentido contrario.

A heterogeneidade do sentido da conversdo é o segundo fenbmeno que
aparece, pois nem sempre a conversao acontece quando se invertem o0s registros
de partida e de chegada. "O que parece conduzir contrastes muito fortes de

acerto quando se inverte o sentido de conversao”. (DUVAL, 2003, p. 20).

Geralmente, no ensino, um sentido de converséo é privilegiado pela ideia
de que o treinamento efetuado num sentido estaria automaticamente
treinando a conversdo no outro sentido. Os exemplos propostos aos
alunos instintivamente escolhidos, evidentemente, nos casos de
congruéncia. Infelizmente esses ndo sdo os casos mais frequentes.
(DUVAL, 2003, p. 20)

Brolezzi e Barufi (2007) trazem um exemplo de tratamento em um mesmo

registro, em que na Escola Béasica so6 é privilegiado um Unico sentido:

Ao trabalhar com o registro algébrico, os alunos, no decorrer da
formacgédo basica, foram de certa forma, treinados a efetuar operacoes.
Dessa maneira, dada uma operacdo entre dois ndmeros ou duas
expressodes, procurar o resultado é uma tendéncia em geral automatica.

. 2 5 7x-5 x -
Assim, — + — = ———— n&o causa nenhum espanto e € um fato
x-3 x+5 x“+ 2x-15

naturalmente aceito, por meio de manipula¢gdes algébricas necessarias,
ou seja, realizando tratamento no interior do mesmo registro (BROLEZZI;
BARUFI, 2007, p. 27).

. . 2 5 7x-5 .
Para os autores a leitura da igualdade + = da direita
x—3 x+5 x2+ 2x—15

para a esquerda causa certo desconforto, pois “pensar ao contrario” nao é
automatico.

Acreditamos que isso de fato € relevante, pois pode causar varios
fracassos na aprendizagem dos alunos. Por exemplo, se o professor propuser
atividades sobre funcdes aos alunos de forma que nessas atividades sé&o
escolhidos sempre os mesmos subconjuntos dos numeros reais para compor o
dominio da fungéo, podera induzir o aluno a ter possiveis dificuldades para o
tracado de gréficos de func¢des, como uma funcdo exponencial ou logaritmica,
caso este aluno ndo conheca as caracteristicas globais dos graficos dessas

funcdes.
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2.2. Os Processos do Pensamento Matematico Avancgado

Segundo Dreyfus (1991) para que haja a compreensdo em matematica os
processos mentais e psicologicos estdo intimamente ligados, ou seja, esses
aspectos raramente sdo separados. As imagens mentais e matematicas estao
muito ligadas, e essa ligagdo entre esses processos € relevante para entender a
aprendizagem e 0 pensamento matematico avancado.

Hoffman propds uma filosofia da educacdo matematica com base no
simples reconhecimento de que a matematica € uma atividade humana,
atil no mundo real, nesta base, ele exige que nés devemos transmitir aos
nossos alunos uma visdo da matematica como uma ciéncia que integra a

observacdo, experimentacdo e a descoberta. (HOFFMAN6 1989 apud
DREYFUS, 1991, p. 29 traducdo nos:sa)7

O uso do computador como ambiente de aprendizagem, utilizando
diferentes representagcbes de um mesmo conceito pode contribuir para o
estabelecimento das relacdes entre as diferentes representacdes e ao surgimento
de ideias para uma formacéo de conceito que podemos chamar de processos de
investigacdo. Neste processo o individuo deve manipular e investigar

mentalmente os objetos.

Quando se constréi um gréafico de uma funcao, neste procedimento esta
envolvido um processo matematico, seguido de regras que podem ser iniciadas
por uma linguagem matematica. Entretanto, quem esta executando este
processo, estéa visualizando mentalmente esses graficos, em outras palavras, ha a

visualizacao desta funcao, e esta pode auxiliar na compreensao deste objeto.

A esséncia do pensamento matematico avancado estd presente nos
processos de representar, visualizar, generalizar, assim como outros, como

classificar, conjecturar, induzir, analisar, sintetizar, abstrair e formalizar.

® Hoffman, K. M., The science of Patterns: A Practical Philosophy of Mathematics Education,
Lecture to SIG/IRME, AERA Annual Meeting, San Francisco, CA.

’ Hoffman has proposed a philosophy of mathematics education based on the simple recognition
that mathematics is a human activity, useful in the real world, on this basis he requires that we
should transmit to our students a picture of mathematics as a science which incorporates
observation, experiment and discovery.
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Podemos relacionar a visualizagdo um dos processos do pensamento
matematico avancado segundo Dreyfus (1991) com a concepc¢ao deste processo
segundo Espinosa (1995), que ndo somente espera-se que o individuo crie uma
imagem mental de um conceito, mas também o0s processos internos (como as
transformacdes mentais) dos conceitos matematicos adquiridos, e possa
exteriorizar essa imagem mental de forma verbal, escrita, etc. A articulacado de
uma representacao a outra tem relacdo com o processo de associagdo mental,

preservando o significado das diferentes representacées de um mesmo conceito.

As representacdes mentais sdo de grande relevancia na matematica. No
caso das funcg@es, os graficos, tabelas de valores, diagramas de flechas, férmulas

algébricas sdo as diversas representacdes deste conceito.

7

Dreyfus (1991) aponta que para ser bem sucedido na matematica, é
desejavel ter ricas representacdes mentais de conceitos nos quais estdo contidos
muitos aspectos ligados a esse conceito, enquanto que em uma representacao
pobre se tem poucos elementos para permitir a flexibilidade na resolugdo de
problemas. Essa inflexibilidade € observada nos estudantes, quando aparece
uma pequena alteragdo na estrutura de um problema, ou mesmo em sua
formulacdo, podem bloqueéa-los. Imagens mentais pobres do conceito de funcéo
sdo tipicas entre universitarios iniciantes, que pensam apenas em férmulas
guando se trata de funcdes, mesmo sendo capazes de recitar um conjunto geral

de definicdes teoricas.

E importante ter muitas representacbes de um mesmo conceito, porém
somente a existéncia delas por si préprias ndo é suficiente para permitir a
flexibilidade da utilizac&o do conceito na resolucdo de problemas. E necessario o
processo de alternar entre as representacdes existentes de um mesmo conceito.
Entretanto, ensinar e aprender este processo de mudanca nao € facil, porque esta

estrutura € muito complexa.

Generalizar é derivar ou induzir dados, para identificar aspectos comuns, e
expandir os dominios de validade. Um exemplo € observar regularidades em uma
sequéncia numérica, com o objetivo de encontrar uma expressao algébrica que

descreva o padrdo desta sequéncia. E partir de um caso particular para um caso
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geral. Conforme Dreyfus (1991), isto ndo é uma tarefa facil, mas deve ser
salientado que a generalizacdo que ocorre com relagcdo a determinados objetos
matematicos; € util para o estudante porque ele deixa de (esperar) o conhecido

em “terra firme”, para lidar com a generalidade que adicionou a situacéo.

A abstracdo esté ligada ao processo de generalizar, porém a natureza do
processo mental da abstracéo € diferente do processo de generalizacdo. Abstrair
€ um processo da construcdo de estruturas mentais a partir de estruturas
matematicas, ou seja, de relacdes entre objetos matematicos. Requer a
capacidade de deslocar a atencdo dos préprios objetos para as estruturas de
suas propriedades e relacionamentos. Essa atividade mental construida por parte
do aluno é fortemente dependente de sua atencdo, focalizada sobre essas

estruturas, que fazem parte do conceito abstrato.

Dreyfus (1991) elencou quatro fases dos processos entre a representagéo
e abstracao no processo de aprendizagem:

1 . Usar uma representacao Unica;

2 . Usar mais de uma representacdo em paralelo;
3 . Fazer ligacdes entre as representacdes paralelas;
4 . Integrar representagdes e flexibilizagdes entre elas.

Na primeira fase 0s processos comegam a partir de um caso concreto em
uma Unica representacdo. Na aprendizagem de funcdo, os estudantes
normalmente se encontram com varias representacdes (graficos, tabelas,
diagramas de flecha, expressdes algébricas), isso caracteriza a segunda fase, em
que as varias representacdes de um mesmo objeto sédo utilizadas em paralelo. O
dificil processo de transicdo para o conceito abstrato depende do modo essencial
sobre as ligagOes entre as representacdes que séo formadas. O
estabelecimento destas ligagdes constitui a terceira fase. As fortes ligagbes
permitem aos alunos mudar as representacdes, 0 que 0s torna conscientes do
conceito subjacente e, portanto, suscetiveis de influenciar positivamente a
abstracdo. Na quarta etapa o processo de integracfes entre as representagdes é

uma sintese do que lhe foi mostrado como parte do processo de abstracdo: os
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vinculos, as relacdes, as propriedades comuns continuam a constituir o conceito

abstrato.

Em outras palavras, o pensamento mateméatico avancado é composto de
uma grande variedade de processos de interacdo. E importante que o professor
de matematica esteja consciente desses processos, a fim de compreender

algumas dificuldades que os alunos enfrentam.

2.3. A Engenharia Didatica como Metodologia de Pesquisa

Escolhnemos os pressupostos da Engenharia Didatica de acordo com
Artigue, Douady e Moreno (1995) como aporte metodoldgico para subsidiar nossa
pesquisa. A nocdo de Engenharia Didéatica surgiu na Didatica da Matematica no
comeco dos anos 80. Este termo foi denominado pelo fato da pesquisa didatica
ser comparada com o trabalho de um engenheiro que, para realizar um
determinado projeto, utiliza-se de métodos cientificos; entretanto ao realizar na
pratica é necessario lidar com fenbmenos externos que nem sempre estavam

previstos.

A necessidade de desenvolver uma metodologia na Didatica da Matematica
foi com o intuito de responder questdes cruciais das relagdes entre a investigacao
e a acdo no sistema de ensino e o seu papel nas metodologias de ensino e

investigacdes em sala de aula.

Um dos pontos a ser destacado é que a Engenharia Didatica se caracteriza
como um experimento empirico fundamentado nas realizagbes didaticas em sala
de aula, e envolve o processo de decidir sobre os resultados por meio das

observacgdes e andlise das sequéncias de ensino.

As autoras denominam dois niveis da Engenharia: a microengenharia que
tem por objetivo estudar um objeto de estudo de maneira local e a
macroengenharia, a investigacdo didatica que permite levar em conta a
complexidade dos fendbmenos didaticos da sala, tais como a duracdo das
realizacbes entre o ensino e aprendizagem, considerando a distingdo das

diferentes formas de constru¢ao do conhecimento.
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Outra caracteristica importante da Engenharia Didatica em comparagéo
com outras metodologias de pesquisa: nestas Ultimas, os experimentos s&o
validados de forma externa por meio de comparacdes estatisticas dos resultados
dos grupos experimentais e grupos de controle. Na Engenharia Didatica esta
validacdo é feita internamente, por meio de registro dos estudos de caso

baseados nas confrontacdes entre as analises a priori e a posteriori.

2.3.1. As fases da Engenharia Didética

O processo experimental da Engenharia Didatica € composto por quatro

diferentes fases que descreveremos a seguir:

1) Andlises prévias: Nesta fase inicial, o objetivo é encontrar previamente
as concepcbes acerca dos conhecimentos didaticos anteriormente adquiridos no
campo de estudo, assim como um determinado numero de andlises mais
frequentes como: a analise epistemolégica dos conteldos abordados do estudo;
andlise do ensino atual e seus efeitos; as analises das concepcdes dos
estudantes, das dificuldades e obstaculos que contribuem para a evolucdo dos

alunos sobre o objeto de ensino.

2) Andlise a priori: Esta fase € o momento em que se decide sobre um
determinado nimero de varidveis denominadas como variaveis de comando, que

sao fixadas as restricbes pertinentes ao problema estudado.

Sao chamadas de varidveis macrodidaticas ou globais aquelas relativas a
organizacdo global da Engenharia e as variaveis microdidaticas ou locais, as
relativas a organizacdo local da Engenharia, ao organizar uma sequéncia de

ensino.

O objetivo da analise a priori € o controle da selecdo das expectativas e
comportamento dos estudantes baseados em hipoteses no que se refere ao
conhecimento prévio dos estudantes em relacdo ao objeto de estudo, suas
dificuldades, escolhas e estratégias de resolucdes que poderdo ser apresentadas
no decorrer da sequéncia de ensino de acordo com o referencial teorico

escolhido.
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3) Experimentacio: E a fase da realizagio da Engenharia com os sujeitos
escolhidos pelo pesquisador. A experimentacédo, segundo Machado (2002) supde:

v Estabelecer os objetivos e as condi¢cdes de realizacdo da pesquisa aos

sujeitos;
v O estabelecimento do contrato didatico;
v A aplicacdo dos instrumentos de pesquisa;

v' O registro das observacdes feitas durante a experimentacado, por meio de

observacéao, transcricdo dos registros audiovisuais entre outros;

v Durante a aplicacdo devem-se respeitar as escolhas e deliberagfes feitas

nas analises a priori a fim de evitar o insucesso da Engenharia.

4) Analise a posteriori e validacdo: Consiste no conjunto de dados
recolhidos ao longo da experimentacdo, as observacdes realizadas durante a
aplicacdo, as producbes dos alunos. Estes dados se completam com outros
recolhidos de metodologias externas como questionarios, entrevistas individuais

no momento da experimentacao ou fora dela.

O momento da confrontacdo das andlises a priori e a posteriori, se

fundamenta na esséncia da validacéo das hipéteses formuladas na investigacao.

Segundo Machado (2002), na confrontacdo das andlises a priori e a
posteriori pode aparecer distorcbes, mas a validacdo ndo é realizada nestas
distorcBes, mas sim nas hipéteses levantadas anteriormente. Com frequéncia
pesquisadores propdem mudancas na engenharia com objetivo de reduzir estas

distor¢des, sem comprometer-se na realidade com o processo de validacao.

A sequir, ilustraremos o delineamento de nossa pesquisa segundo 0s

pressupostos da Engenharia Didatica.



O Delineamento de nossa pesquisa segundo a Engenharia Didatica

Greve estudo dos \ ( eExplicitagdo dos objetivoa

A en ETEE para os alunos envolvidos;

(PCNEM, OCEM, SAEB) *Escolha dos sujeitos;
eEscolha dos Referencial *Observagdo e gravagdo em

tedrico; audio das discussoes entre
*Estudo Histérico e as duplas durante a

Epistemolégico dos aplicagdo da sequéncia.

logaritmos e da fung¢ao

logaritmica.

eAndlise do Caderno do
Professor e do Aluno
disponibilizado pela
SEE/SP segundo o
Referencial Tedrico
escolhido;

eLevantamento de
Pesquisas sobre
Fungoes
Logaritmicas.

—
e

imentacao

eEntrevista com o ex-
professor dos alunos;

eLevantamento de
hipdteses sobre possiveis
estratégias e dificuldades
dos alunos;

*Elaboragao e escolha das
atividades que irao
compor a sequéncia
segundo o referenciais
teadricos;

*Previsdo do nimero de
encontros necessarios
para a realizagdo da

Qesquisa. ) k )

e Confronto dos dados
obtidos por meio da
experimentagao com as
analises a priorie a
posteriori paraa
validagdo da pesquisa.

Figura 9 - Esquema das fases da Engenharia Didatica empregadas nesta pesquisa.
Fonte: Elaborada pela autora.
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Capitulo Il

ESTUDOS PRELIMINARES

3.1. Os documentos oficiais e o ensino das func¢des logaritmicas

O primeiro documento oficial que fizemos a leitura foi os PCNEM® (BRASIL,
1999). A finalidade do Ensino Médio segundo esse documento € que a
Matematica ndo seja apenas de carater formativo, mas que os estudantes sejam
capazes de compreender conceitos, procedimentos e estratégias matematicas e
aplicar seus conhecimentos matematicos a situacdes diversas, utilizando-os em
atividades tecnoldgicas e nas situacdes cotidianas, além de desenvolver as
capacidades de raciocinio e resolucao de problemas, bem como o espirito critico

e criativo.

Os PCNEM (1999) propdem como critério da selecdo de conteldos a
contextualizagdo e citam que cabe ao ensino de Matematica garantir que o aluno
adquira autonomia para lidar com os conhecimentos matematicos. No ensino de
funcdes, o estudante deve compreender o conceito de funcdo em situacdes
diversas para descrever e estudar por meio da leitura de graficos o
comportamento de certos fenbmenos e fazer conexfes com outras areas do

conhecimento.

Com o propésito de buscar mais subsidios sobre o ensino de funcéo
logaritmica, fizemos a leitura dos PCN + Ensino Médio® (BRASIL, 2002). Além de
focalizar o ensino da Matematica de uma forma contextualizada, integrada,
relacionada a outros conhecimentos traz em si o desenvolvimento de
competéncias e habilidades necessérias para interpretar situagbes, para se
apropriar de linguagens especificas, argumentar, generalizar entre outras agdes

necessarias para a formacgao do estudante. Conforme destacam os PCN+ Ensino

® Parametros Curriculares Nacionais do Ensino Médio (BRASIL, 1999).

°® PCN+ Ensino Médio: Ciéncias da natureza, matematica e suas tecnologias (BRASIL, 2002).
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Médio (2002), o ensino da Matematica pode contribuir para que os alunos

desenvolvam habilidades relacionadas a representacdo, compreensao,

comunicacao, investigacao e também, a contextualizacdo sociocultural.

A estratégia de resolucdo de problemas é a peca central, segundo esses
documentos, para o desenvolvimento das habilidades citadas acima. Os PCN+
Ensino Médio (Brasil, 2002) aponta que para o0 desenvolvimento das
competéncias, ndo € necessario apenas propor exercicios de aplicacao e técnicas
matematicas, pois 0 aluno busca em sua memaria apenas exercicios semelhantes
ao gue foi ensinado pelo professor, 0 que ndo garante que seja capaz de utilizar

seus conhecimentos em situagdes diferentes ou mais complexas.

Neste documento € ressaltada a importancia ndo apenas da selecdo dos
contetidos, mas também a forma de como trata-los no ensino. E importante
salientar que a escolha de materiais didaticos apropriados, a metodologia de
ensino, a forma de como se organizam a sala de aula e o trabalho simultaneo

com competéncias e conteudos podem contribuir para acontecer a aprendizagem.

Nos PCN+ Ensino Médio os temas foram organizados por trés eixos
norteadores para possibilitar a articulacdo dos conteddos e o desenvolvimento
das competéncias com relevancia cientifica e cultural, desenvolvidos nas trés

séries do Ensino Médio:
e Algebra: nimeros e funcoes;
e Geometria e Medidas;
e Andlise de Dados.

O ensino da funcgéo logaritmica esta situado no primeiro eixo estruturador,
em que a unidade temética proposta é a variacdo de grandezas. Assim o estudo
de fungBes possibilita ao aluno adquirir uma linguagem algébrica necessaria para
estabelecer a relacdo de grandeza entre duas variaveis. Desta forma, os PCN+
Ensino Médio (2002) propdem énfase do estudo dos diferentes tipos de fungdes
focalizando seus conceitos, propriedades, interpretacédo de seus graficos e nas

aplicacoes dessas fungoes.
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O ensino de fun¢des pode ser permeado de situagdes do cotidiano, formas
graficas que outras areas do conhecimento utilizam para descrever fenémenos de

dependéncia entre grandezas.

A funcdo exponencial e logaritmica, por exemplo, sdo usadas para
descrever a variacdo de grandezas em que o crescimento da variavel
independente é muito rapido, sendo aplicada a areas do conhecimento
como matematica financeira, crescimento de populagdes, intensidade
sonora, pH de substancias e outras (BRASIL, 2002, p. 121).

Também fizemos a leitura sobre as OCEM® (BRASIL, 2006) a fim de
verificar como o ensino da funcdo logaritmica é proposto. O documento trata de
trés aspectos: a escolha de conteudos; a forma de trabalhar os conteudos; o

projeto pedagdgico e a organizacao curricular.

As OCEM (2006) partem do principio de que toda situacdo de
aprendizagem deve priorizar o “pensar matematicamente”. Desta forma, é
necessario priorizar atividades que desenvolvam nos alunos a habilidade do
“fazer matematico” por meio de um processo investigativo, dando prioridade a

qualidade e ndo a quantidade dos conteudos de forma que auxiliem na

apropriacdo do conhecimento.

O documento aponta que no ensino de fungBes é necessaria a exploracao
das diversas formas de representacbes de uma funcdo, tais como a
representacdo nos registros algébricos e grafico, de modo que se explore e se
registre qualitativamente crescimento e decrescimento do comportamento da

funcado ao representa-la graficamente.

Também ¢é sugerido aos professores que solicitem aos alunos a expressao
com palavras de uma funcdo dada por meio da forma algébrica. Salientar o
significado da representacdo das funcdes no registro grafico quando séo
apresentados seus parametros, para identificar os movimentos realizados pelo

grafico de uma funcéo quando se alteram os coeficientes.

E importante que o estudo de funcdo seja apresentado ao aluno por meio

dos diferentes modelos tais como linear, quadratico e exponencial por meio de

'° OrientagBes Curriculares do Ensino Médio.
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situacdes de aprendizagem que abordem diversas areas do conhecimento, tais
como queda livre, quantidade de medicamento na corrente sanguinea,
crescimento de uma colonia de bactérias, etc. Os tracados dos graficos devem
ser entendidos de maneira global da relacdo de crescimento/decrescimento entre
as variaveis e nao somente por meio da transcricdo de dados tomados de uma
tabela numérica, pois segundo as OCEM (2006), esse procedimento ndo permite

avancar na compreensdo do comportamento das funcgoes.

7

No que se refere ao estudo da funcao logaritmica, é recomendado ao
professor que faca uma abordagem sobre a funcdo inversa da funcao
exponencial, e possibilite aos alunos uma discussdo das caracteristicas destes
modelos, e que na funcdo exponencial o0 crescimento apresenta uma taxa de
variacdo que depende do valor da funcdo em cada instante. As OCEM (2006) néao
recomendam o trabalho exaustivo dos logaritmos e das equacdes exponenciais;
esse trabalho deve ser feito apenas quando associado a algum problema de
aplicacdo em outras areas do conhecimento, como a Quimica, Fisica, Matemética

Financeira, etc.

No que diz respeito as avaliagbes externas fizemos a leitura das Matrizes
de Referéncias do Sistema Nacional de Avaliacdo da Educacdo Basica que

apresentaremos a seguir.

3.2. Sistema Nacional de Avaliacdo da Educacao Béasica (SAEB)

E um sistema Nacional de Avaliacdo da Educacdo basica realizado pelo
Ministério da Educacdo. O objetivo da implantacdo do SAEB € de oferecer
subsidios para a formulacao, reformulacdo e monitoramento de politicas publicas,
contribuindo para a melhoria da qualidade do ensino brasileiro. Essa avaliacdo é
feita por amostragem em todos os municipios brasileiros. Participam desta
avaliacdo alunos matriculados nas 42 e 82 série do Ensino Fundamental e na 32

série do Ensino Médio.
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Em 1997, foram desenvolvidas as Matrizes de Referéncia com a descricao
das competéncias e habilidades que os alunos deveriam dominar em cada série

avaliada, tanto na construcdo dos testes, como na analise dos resultados.

Em 2001, as Matrizes de Referéncia foram atualizadas em razdo da ampla
disseminacdo pelo MEC, dos Parametros Curriculares Nacionais do Ensino
Fundamental e Ensino Médio. Foram consultados cerca de 500 professores de 12
estados da Federacdo, com o0 objetivo de comparar as Matrizes existentes e o

curriculo utilizado pelos sistemas estaduais com os PCNEF'* e PCNEM.

hY

Em 2005, paralelamente a avaliagdo do SAEB, foi realizada outra
avaliacdo, essa de natureza censitaria. A Prova Brasil € denominada Avaliacao
Nacional do Rendimento Escolar, que utiliza os mesmos procedimentos usados
pelo SAEB. E realizada a cada dois anos, avalia as habilidades em Lingua
Portuguesa (foco na leitura) e em Matematica (foco na resolucao de problemas).

As matrizes de Referéncia de Matematica estdo estruturadas por anos e
séries avaliadas. Para cada um deles, sdo definidos os descritores que indicam
uma determinada habilidade que deve ter sido desenvolvida nessa fase de
ensino. Esses descritores sdo agrupados por temas que relacionam um conjunto

de objetivos educacionais. Os temas estdo agrupados em:
« Tema |l — Espaco e Forma,
e Tema Il — Grandezas e Medidas;
e Tema lll — Nimeros e Operacdes: Algebra e Fungées.

A funcéo logaritmica esta localizada no Tema lll na qual € indicada pelo
descritor D28 (Figura 10) que tem por objetivo identificar a representacdo no
registro algébrico e grafico de uma funcéo logaritmica, reconhecendo-a como

inversa da fungéo exponencial.

" parametros Curriculares do Ensino Fundamental (BRASIL, 1998).
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Descritor 28 ~ Identificar a representacao algébrica e/ou grafica de uma fun-
cao logaritmica, r h d inversa da funcao exponencial

Que habilidade pretendemos avaliar?

Com esse descritor, pretende-se avaliar a habilidade de o aluno reconhecer a repre-
sentacéo algébrica ou grafica de uma funcéo logaritmica e associala a uma funcéo
exponencial.

Exemplo de item:

Abaixo estao rep tados dois gréficos.

Grafico 1 y  Grafico2

De acordo com os graficos,

(A) y=2x esta representada no grafico 1.

(B) y=x*+1 esta representada no grafico 2.
mp (C) y=log, x esta representada no grafico 2.

(D) vy = 2*esta representada no grafico 2.

(E) y=Ilog x esta representada no grafico 2.

<

=2

b

Per tual de respostas as alternativas £

=

A B D E =

w

29% 20% 19% 11% m

- =

=]

=

O que o resultado do item indica? =
Pelo resultado, pode-se depreender que a grande maioria dos alunos nao pos-
sui a habilidade de identificar uma funcao logaritmica e que ela deve ser melhor
trabalhada na sala de aula. Chama a atencgao o fato de 29% dos alunos identificarem

a funcao linear y = 2x como sendo uma funcao logaritimica.
117

Figura 10 - Exemplo de Questédo da Prova do SAEB.
Fonte: Brasil, 2009.

O documento aponta a Iimportancia de o professor trabalhar
simultaneamente as fun¢des exponenciais e logaritmicas em um mesmo plano
cartesiano, para permitir que o aluno identifigue-as como fungdes inversas.
Ressalta o trabalho com situacbes-problema, relacionados ao crescimento das
bactérias, fendbmenos radioativos e a escala de Richter que mede a intensidade

dos terremotos.

Por meio dos resultados da questdo acima, € importante ressaltar que ha

indicios da énfase no trabalho com o estudo da fung&o afim no Ensino Médio; os
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alunos que participaram desta avaliagdo em 2005 desconhecem a representacao
no registro grafico das fungbes citadas nas questdes e tiveram dificuldades em

associar com suas respectivas representacdes no registro algébrico.

Além das leituras dos documentos oficiais, realizamos uma pesquisa virtual
em banco de Teses da CAPES, sistema de bibliotecas integradas da USP,
UNESP e UNICAMP, utilizando como palavras-chave Logaritmos, Ensino da
funcdo logaritmica no Ensino Médio, com o proposito de encontrar pesquisas
produzidas no Brasil sobre o ensino das func¢des logaritmicas, no entanto

encontramos poucos trabalhos como relataremos a seguir.

3.3. Pesquisas referentes ao ensino e aprendizagem de Func¢des
Logaritmicas

A primeira pesquisa relacionada ao tema de logaritmos que encontramos
no banco de teses da Capes foi uma dissertacdo de Mestrado Académico da

pesquisadora Karrer (1999) pela Pontificia Universidade Catélica de S&ao Paulo.

Em sua pesquisa, a autora propdés uma sequéncia didatica utilizando a
calculadora cientifica com o objetivo de auxiliar no desenvolvimento da
construcdo do conceito de logaritmos pelos alunos envolvidos. Para tanto, a
autora utilizou como referenciais 0s pesquisadores da Psicologia Cognitiva:
Piaget, Vygotsky e Vergnaud e ideias advindas da Didatica da Mateméatica
Francesa: a no¢ao de obstaculo de Brousseau e 0 jogo de quadros de Douady, a
fim de guiar o estudo sem perder de vista a contribuicdo desses pesquisadores
para o entendimento da aquisicdo de conceitos.

A autora realizou um estudo historico e epistemolégico do surgimento do
conceito de logaritmos e ressaltou a importancia de que ao utilizar a histéria da
Matematica pode enriquecer as aulas e fornecer a todos uma visdo das
dificuldades encontradas na época para a construcdo de um conceito,
possibilitando salientar a importancia de que um tema matematico nao surgiu do
nada, sem nenhum objetivo, mas que a matematica foi desenvolvida a partir de

problemas e das necessidades que foram surgindo com o passar do tempo.
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Inicialmente, os logaritmos foram utilizados como instrumento para facilitar
e simplificar o calculo aritmético, transformar produtos em somas, permitindo
assim a rapidez em resolver situacdes-problema da época. Contudo, nos dias
atuais esse conceito passou por uma série de evolucdes e ampliacbes ao longo
do tempo. Para a autora, a introducdo deste contetdo é de vital importancia, pois
pode explorar situacdes-problema que envolvam este conceito, com o objetivo de

gue o aluno perceba a relevancia de estudar logaritmos nos dias de hoje.

Para o desenvolvimento da sequéncia foi realizado um estudo por dois
grupos: experimental, que teria o primeiro contato com o tema por meio da
sequéncia elaborada pela autora, e o grupo de referéncia, no qual os alunos
estudaram o tema sugerido por livros didaticos. Participaram deste grupo 29

alunos da primeira série do Ensino Médio de outra instituicdo privada.

No grupo experimental participaram inicialmente com 8 duplas totalizando
16 sujeitos de uma instituicdo privada do Estado de Séao Paulo, porém as analises
foram feitas apenas com 0s sujeitos que participaram das trés etapas (pré-teste,
sequéncia e pos-teste) e foram computados 13 alunos. Esses estudantes eram da
primeira série do ensino médio, que nunca tiveram contato com o contetdo

Logaritmo.

O grupo de referéncia foi composto por uma turma de primeira série de
nivel médio de outra instituicdo privada, sendo que estes ja realizaram o estudo
de logaritmo por meio de uma abordagem tradicional apresentada nos livros
didaticos. Foram computados 29 alunos para a analise dos resultados.

O experimento foi realizado em trés fases, na fase 1 foram apresentadas
questbes de funcdo exponencial e logaritmo, com o objetivo de fazer uma
sondagem dos conhecimentos prévios dos alunos. Estes alunos ja haviam
terminado o estudo da funcdo exponencial, porém ainda ndo tinham estudado
logaritmo. A fase 2 foi dedicada a introducédo de questdes que pudessem ajudar
no processo de ensino e aprendizagem do conceito de logaritmo e a sequéncia
didatica foi aplicada a um dos grupos. Por fim na fase 3 os dois grupos foram

novamente submetidos a um segundo teste nos moldes do primeiro.
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Para a andlise dos resultados a pesquisadora descreveu nove categorias
de erros mais presentes nos protocolos dos alunos, com o objetivo de identificar
0s principais raciocinios e procedimentos que conduziram os alunos ao insucesso
e evidenciar 0s possiveis obstaculos didaticos e epistemologicos. Essas

categorias foram denominadas por:

E1: Dificuldade nas manipulag@es algébricas;

E,: Problemas na concepc¢éo de poténcias;

Es: Problemas na concepc¢éo de funcéo exponencial,

E4: Tendéncia ao pensamento linear em situacdes nao lineares;
Es: Dificuldades de se expressar na forma escrita;

Ee: Problemas de interpretacao;

E;: Erro proveniente do ndo estabelecimento do logaritmo como ferramenta de

resolucao de equacdes exponenciais;
Es: Problemas na técnica de calculo do logaritmo;

Eo: Desconhecimento ou uso inadequado de ferramentas (tabelas ou

calculadoras) para o calculo de logaritmo.

No pré-teste a maioria das questdes estava sem resolucao e das questdes
resolvidas, os erros frequentes foram as categorias E1, E3, E4 € Eg. Enquanto que
no pés-teste houve um bom indice de acertos com resolucdes justificadas. Os
erros mais frequentes foram: “dificuldades em se expressar na forma escrita”,
“erro decorrente de problemas na concepgao de poténcia” e “erro decorrente de
problemas de interpretacao”. Sao erros secundarios, ndo especificos do contetdo
de logaritmo, mas que dificultaram as resolucdes das atividades. Segundo Karrer
(1999), as poténcias, a exponencial e o logaritmo pertencem ao mesmo campo
conceitual, logo as dificuldades nos dois primeiros conceitos acarretardo

dificuldades na construcao do conceito de logaritmos.

Em suas consideracdes, a autora afirma a relevancia de ter acrescentado

mais situacoes-problema para alcancar melhores resultados, pois possibilitaria
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condicbes de desenvolver habilidades de interpretacdo e de modelizagao
matematica em sua pesquisa. A autora sugere para futuras pesquisas que se
inicie o trabalho com uma revisdo de poténcia e enfatize-se a linguagem
matematica para explorar mais a simbologia na definicho matematica de

logaritmo.

Apés a leitura da dissertacdo de Karrer (1999) foi possivel constatar as
dificuldades que os estudantes se deparam quando Ihe é apresentado o objeto
Logaritmo. A construcdo da sequéncia elaborada pela autora e os resultados

apresentados serviram de base para continuarmos a pesquisar sobre o tema.

O segundo trabalho que encontramos foi também uma dissertacdo de
Mestrado, de Chaves (2005), intitulada “Modelando Matematicamente questées
ambientais relacionadas com a &agua, a proposito do ensino-aprendizagem de

funcdes na 12 série do Ensino Médio”.

Chaves (2005) prop0s situacdes-problema para que os alunos explorassem

as funcdes polinomiais de 1° e 2° grau, exponenciais e logaritmicas.

Antes de aplicar as atividades da pesquisa, a autora realizou uma revisao
dos conteudos relativos a numeros reais, nocdo de par ordenado e plano
cartesiano, equacfes e as primeiras nocdes de funcdo, seus elementos e suas

representacoes.

Para esta revisdo, a autora elaborou fichas que continham tabelas,
diagramas, situagdes—problema para traduzir para a linguagem matematica, e 0s
alunos foram questionados quando a palavra funcdo tinha o significado de
dependéncia. As situaces-problema envolviam as relagdes entre duas variaveis
a partir de figuras geométricas, razdo, proporcdo, regra de trés simples e

composta.

Apés a realizacdo desta atividade a autora concluiu que os alunos
desconheciam esses conteudos que sao ensinados no Ensino Fundamental.
Outros contetdos foram revisados como: operagfes com numeros irracionais,

racionais, poténcias de base dez, equacdes de 1° e 2° grau.
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A Modelagem Matematica é uma estratégia de ensino realizada a partir da
problematizacdo de situacbes e dados reais. Nesta perspectiva, 0 objetivo da
autora foi propor atividades que contemplassem situacdes-problema e os alunos

apresentassem modelos matematicos para responder a esses problemas.

Para elaborar essas atividades a autora buscou dados reais e a partir
desses dados elaborou 14 questbes sobre o tema Agua. As atividades
contemplaram situacbes-problema que focalizavam o conceito de funcdes

polinomiais, exponencial e uma atividade que necessitou do uso de logaritmos.

A pesquisa foi realizada na cidade de Belém com alunos do 1° ano do
Ensino Médio, com trés encontros semanais durante 3 meses. Para analise das
atividades a autora criou categoria de analise segundo a teoria da Aprendizagem

Significativa de Ausubel.

Os resultados da pesquisa apontaram que o ensino por Modelagem pode
levar o aluno a tornar-se participante do seu processo de aquisicdo de
conhecimento e assim facilitar a sua aprendizagem significativa.

Em suas consideracgdes finais, a autora relata que os alunos aprenderam a
utilizar de forma significativa os modelos definidos por fun¢des, como ferramenta
para resolver problemas com referéncia na realidade, e que a modelagem

matematica contribuiu para essa aprendizagem.

A leitura deste trabalho foi importante, pois verificamos algumas aplicacdes
de modelos exponenciais e logaritmos para a resolucdo de problemas a partir de

dados reais.

O terceiro trabalho encontrado foi a dissertacdo de Mestrado
Profissionalizante em Ensino de Fisica e de Matematica da UNIFRA (Centro
Universidade Franciscano) no Rio Grande do Sul intitulado “Uma Sequéncia de
Ensino para o estudo de logaritmos usando a Engenharia Didatica” realizado por
Ferreira (2006).

O objetivo do trabalho foi elaborar e aplicar uma sequéncia didatica
seguindo as fases da Engenharia Didatica como metodologia de pesquisa

abordando situacbes de aprendizagem envolvendo o tema logaritmos para
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realizar uma investigagao sobre as dificuldades do ensino e aprendizagem desse

conceito.

Essa pesquisa foi fundamentada pela Teoria das Situagbes Didéaticas de
Brousseau (1986) por se tratar de uma teoria que permite analisar os fenémenos
que ocorrem em sala de aula, considerando as particularidades do saber
matematico e as diferentes formas de apresentacdo do conteido matematico ao
aluno. Essa teoria abrange professor, alunos e o saber matematico e pode ser um
auxilio para tornar o ensino da matematica um ambiente contextualizado podendo

garantir sucesso na aprendizagem.

Neste contexto a situacdo didatica elaborada pela pesquisadora foi
construida a partir de situacdes-problema para que o0s alunos pudessem
compreender a importancia do estudo dos logaritmos e a sua aplicacdo em

modelos que descrevem fendmenos, crescimento populacional, epidemias, etc.

Em uma situacdo didatica é importante distinguir o que realmente
determina o crescimento dos alunos com relacdo aos seus conhecimentos, néo
importando os resultados, tais como éxitos ou fracassos, o que importa €&
identificar os fatores determinantes desses resultados para a aprendizagem de

um determinado conceito.

Assim como Karrer (1999), a autora também salienta a necessidade em
utilizar o contexto histérico para o ensino de Logaritmo e ressalta a importancia de
observar as transformacfes sofridas pelos logaritmos ao longo desse ultimo

século no contexto sociocultural.

Com o desenvolvimento das tecnologias, surgimento da calculadora,
computadores, desenvolvimento de softwares matematicos, o uso do Logaritmo
deixou de ser utilizado apenas como uma ferramenta de simplificacdo para
facilitar o célculo aritmético, mas também na modelagem de fendmenos descritos

pela natureza, crescimento populacional, entre outros.

Do ponto de vista do ensino e das transformacdes sofridas por um saber,
Ferreira (2006) menciona trés tipos de saberes segundo a concepc¢ao da teoria da
Transposicdo Didatica: o saber cientifico que esta relacionado as pesquisas

académicas; o saber a ensinar e o saber ensinado. Para que os alunos tenham
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acesso ao saber cientifico é necessario que esse saber seja reformulado com
uma linguagem mais acessivel. Desta forma, o saber a ensinar esté relacionado a
forma como o saber cientifico € apresentado ao aluno. A partir desses dois
saberes surge o saber ensinado. E realizado pelo professor por meio de uma
abordagem metodologica de ensino direcionada a aprendizagem de determinado
conteldo. A autora ressalta que a relacdo entre esses saberes podem ser

gerados a partir do conhecimento dos alunos.

A elaboracéo da sequéncia didatica foi direcionada por meio das hipoteses
da pesquisadora de abordar a Historia da Matematica para propiciar a construcao
e a compreensao do conceito de logaritmos; a utilizacdo de situagcbes-problema
para possibilitar o desenvolvimento da criatividade dos alunos; a construgdo de
uma escala de logaritmos para consolidar este conceito e 0 uso do software
Winplot para favorecer um estudo da funcdo logaritmica de uma forma mais

ampla do que ao utilizar apenas lapis e papel.

A metodologia utilizada na pesquisa foi a Engenharia Didatica. Para as
andlises preliminares a autora analisou a proposta pedagdgica da escola, 0s
PCNEM e analisou como o ensino de logaritmo é abordado em cinco livros
didaticos. Para essa analise foram considerados como critérios: os aspectos
histéricos, introducdo do conteddo e a linguagem abordada pelos autores dos

livros.

A pesquisa foi realizada em um Colégio Militar no municipio de Santa Maria
no Rio Grande do Sul. Foi feito um teste diagndstico com 27 alunos da 12 série do
Ensino Médio a fim de verificar as concep¢des que tinham a respeito do tema
funcdo exponencial, o que possibilitou identificar as concepcdes errbneas, para
gue pudessem ser devidamente trabalhadas na sequéncia didatica. O teste foi
composto de 7 questdes objetivas com 4 alternativas, que contemplavam os
conteudos: equacdes exponenciais, potenciacdo, situacao-problema envolvendo o
uso da equacao exponencial para encontrar a solucao do problema, questbes
apresentadas no registro grafico para que os alunos encontrassem o dominio da
funcdo exponencial e o comportamento da curva desta funcdo neste registro. As

dificuldades encontradas foram:
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¢ Aproximadamente 50% dos sujeitos confundiram o dominio com o conjunto

imagem da funcéo.

e Confundiram a parabola representada pela funcado quadratica como sendo

uma fungao exponencial.

e A questdo apresentada aos alunos foi representada por meio do registro
algébrico definida pela fungdo f dada por f(x) = 2*¥ e sua respectiva
representacdo grafica e 48,1% dos alunos se referiram a resposta que

continha a funcdo g definida por g(x)z(%)x. Esse fato fez a

pesquisadora concluir que os alunos desconheciam o conceito de funcao

inversa.

e Os alunos tiveram dificuldades em justificar suas observacdes e suas

conclusdes no registro em lingua natural.

Apos as dificuldades encontradas no teste diagnoéstico, foram feitas as
escolhas do que Artigue, Douady e Moreno (1995) denominam variaveis de
comando; isto é, a pertinéncia ao problema estudado:

v Retomada do estudo da funcdo exponencial, construcdo do modelo

matematico que descreve cada situacao.

v Estabelecer a relacdo do grafico da funcéo exponencial e de sua inversa, a
funcdo logaritmica, bem como a relacdo entre as definicbes dessas duas

funcoes.

v' Relacionar as propriedades da funcéo exponencial e da funcéo logaritmica

e utilizar essas propriedades na resolucao de problemas.

v' Construcao de uma escala logaritmica para compreender o significado das
medidas expressas pela escala Richter, utilizada para medir a intensidade

de terremotos.

v’ Utilizar o software Winplot para a construcdo dos graficos dos modelos
matematicos obtidos, e verificar graficamente as propriedades da funcao

logaritmica e comparar com uma fungéo exponencial.
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A aplicagéo foi feita durante cinco semanas totalizando sete sessdes para a
realizacdo da aplicacdo da sequéncia didatica. Durante a aplicacdo a professora
interferiu somente quando requisitada pelos alunos, pois o professor deve ser

considerado, essencialmente, do ponto de vista das suas relacdes.

Segundo a Teoria das Situacdes Didatica a autora explica que a devolucao
é uma condicdo fundamental, significando a aceitagdo do aluno pela
responsabilidade na busca da solugdo do problema proposto, assim como pelo
entendimento que o professor elaborou uma situacao possivel de ser resolvida,
conforme os conhecimentos prévios que ele possui. Assim, feita a devolucéo, a
situacdo proposta se converte no problema do aluno. Ja a institucionalizagéo é o
momento em que o professor retoma as questdes discutidas e estabelece seus
principais resultados, levando em conta os questionamentos e consideracdes

feitas pelos alunos, o que ocorreu no final de cada Sesséo.

A pesquisadora ressalta que a escolha da Engenharia Didatica como
metodologia facilitou o direcionamento de sua pesquisa. A aplicacdo e analise dos
resultados do teste diagnostico foram fatores relevantes para elaborar a
sequéncia didatica e conduzir a realizacdo da sua investigacdo. Uma das

dificuldades apresentadas pelos alunos foi ha construcao da escala logaritmica.

A autora defende a ideia de que as situacdes-problema ndo devem ser
deixadas para o final desse conteudo, pois essas podem despertar maior
interesse nos alunos em resolvé-las. Uma das preocupacfes da sequéncia
didatica foi sanar as duvidas da construcdo do grafico da fungdo exponencial de
sua funcdo inversa, a logaritmica por meio do software Winplot.

Em suas consideracdes finais a autora deixa claro que seus objetivos

foram alcancados de forma satisfatoria.

A contribuicao da leitura deste trabalho foi importante para refletirmos sobre
como a Engenharia Didatica enquanto metodologia pode contribuir para o
direcionamento de uma pesquisa, principalmente no momento de sua validacao,
em que ha a confrontacdo das andlises a priori e a posteriori. Uma reflexdo

importante de ser ressaltada é que 0s sucessos e insucessos dos alunos
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apontados na pesquisa de Karrer (1999) foram semelhantes aos que Ferreira
(2006) observou durante o desenvolvimento de sua pesquisa.

O quarto trabalho que encontramos foi a dissertagdo de Mestrado
Profissional em Ensino de Matematica da Pontificia Universidade Catolica de Sao
Paulo intitulada “Analise de uma intervencdo didatica sobre desigualdades e
inequacdes logaritmicas no Ensino Médio” desenvolvida pela pesquisadora
Saldanha (2007).

O objetivo do trabalho foi fazer andlise e reflexdo da mudanca da prética
docente da professora-pesquisadora frente aos seus alunos, visando a analise do
processo de ensino e aprendizagem envolvendo o professor, aluno e o saber
matematico na resolucéo de situaces-problema com inequacdes logaritmicas. A
autora justifica a escolha e o interesse por dois motivos: o primeiro € o fato de que
seus alunos tém dificuldades em compreender conceitos como inequagdes, em
especial as inequacfes logaritmicas e ao fazer uma revisdo da literatura, a
pesquisadora encontrou poucos trabalhos que tratassem sobre o tema em

questéao.

A pesquisa foi realizada em uma instituicdo privada que adotara na ocasiao
o Sistema de Apostila do Anglo. Os participantes da investigagao foram alunos da
pesquisadora na 62 série do Ensino Fundamental e 1° ano do Ensino Médio e no
momento da pesquisa estavam no 2° ano do Ensino Médio. Ela havia ensinado a

esses alunos temas como funcao exponencial e logaritmica no ano anterior.

O ensino desses conteudos foi identificado pela professora-pesquisadora
de Tendéncia Tecnicista Mecanicista, que segundo Fiorentini (1995) procura
reduzir a Matematica a um conjunto de técnicas, regras e algoritmos, sem grande
preocupacdo em fundamenta-los ou justifica-los. Segundo a autora, estudos
mostram que esta pratica adquirida, pouco tem contribuido na aprendizagem dos

alunos.

Para a reflexdo da mudanca do papel do professor em relacdo a sua
pratica pedagogica a autora cita Fiorentini (1995) e durante a aplicacdo das
atividades a mesma fundamenta-se nas ideias de Ponte (2005) sobre as

investigacbes na sala de aula. Para a organizagdo e analise das situagbes
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didaticas, o trabalho foi norteado segundo a nocdo dialética-ferramenta-objeto,
descrita por Douady (1984) que foi aplicada pela professora-pesquisadora durante
oito aulas de 45 minutos, as discussdes e institucionalizacdo da resolucdo dos
problemas foram feitas no final das aulas.

Para a organizacdo do trabalho a professora-pesquisadora organizou
grupos e elegeu um redator que teve a missao de apresentar as resolucoes feitas
por seu grupo na lousa, logo apos a entrega da folha de resposta. Para Ponte
(2005) esse é um momento crucial para os alunos partilharem suas ideias,
confrontos, conjecturas e justificativas, cabendo ao professor o papel de
moderador.

Para a coleta e analise de dados a pesquisadora gravou em fita-cassete
alguns didlogos realizados pelos alunos e a discussao geral feita apos cada
atividade. Foram analisados os registros feitos por ela e as producdes escritas
dos alunos para a analise do estudo, confrontando-se o quadro tedrico da
pesquisa com as situacoes didaticas realizadas.

No momento em gque houve a necessidade para a selecao dos problemas
utilizados pela professora-pesquisadora, a mesma sentiu a necessidade de fazer
uma revisdo da fungdo exponencial e logaritmica para dar subsidios aos alunos.
Douady (1984) considera como a existéncia de um conhecimento prévio (antigo) e
esses conhecimentos pode funcionar como ferramentas para a relacdo como um
novo conhecimento e assim favorecer a constru¢cao desse novo saber, no caso as
inequacdes logaritmicas.

Em suas consideracfes a autora cita que a realizacdo da pesquisa
proporcionou aos alunos um modo diferente de aprender Matematica por meio da
investigacdo e puderam perceber que o trabalho em grupo proporcionou um
ambiente colaborativo, desafiante e estimulador. Ficou claro que a resolucéo de
problema utilizando a investigacdo como estratégia de ensino proporcionou aos
participantes o desenvolvimento de uma melhor compreenséo da Matematica.

As reflexdes suscitadas durante a realizacdo da investigacdo realizada pela
professora-pesquisadora mostraram mudancas na pratica docente em que 0
aluno passou a ver a professora como uma companheira de aprendizagem e nao
como um agente transmissor do saber. A autora salienta a importancia de ouvir o
aluno para compreender seu modo de pensar e desenvolver melhores estratégias

na intervencao com eles.
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Achamos importante a leitura da dissertagcdo de Saldanha (2007), pois a
autora enfocou a sua andlise na reflexdo de sua propria pratica como professora.
Ela relata que houve mudanca crucial para a pesquisadora no que diz respeito ao
papel do professor em sala de aula, deixando de ser um transmissor do
conhecimento para ajudar os alunos a construirem o seu proprio conhecimento
quebrando o contrato didatico entre ela e seus alunos.

O quinto trabalho encontrado sobre o ensino de logaritmos foi uma
dissertacdo de Mestrado Profissional em Ensino de Matematica da Pontificia
Universidade Catolica de Sao Paulo de Lima (2009) intitulada “Uma trajetoria
hipotética de aprendizagem sobre fun¢des logaritmicas ”.

O autor justifica que o tema é tratado no Ensino Médio apenas de modo
geral, enfatizando as definicbes, formulas, propriedades, roteiros de construcéo
de graficos e exercicios descontextualizados. Segundo os professores que
colaboraram na elaboracgéo e aplicacdo da Trajetéria Hipotética de Aprendizagem
(THA), esse tema € deixado de lado quando termina o ano letivo, e muitos alunos
terminam o Ensino Médio sem ter trabalhado com a funcéo logaritmica.

O objetivo do trabalho foi de elaborar uma Trajetoria Hipotética de
Aprendizagem denominada por THA que envolva situagdes contextualizadas,
interdisciplinares utilizando como estratégia de ensino a resolucdo de problemas
para que o aluno possa aplicar seu conhecimento em situacdes do cotidiano, em
outras areas do conhecimento bem como na prépria Matematica. O autor também
fez uso das tecnologias em recursos como o software Winplot e a calculadora
cientifica para contribuir com a aprendizagem dos alunos. O uso desses
instrumentos pode servir como laboratorio para os estudantes, para realizar
experiéncias, desenvolver ideias, levantar hipéteses sobre o tema e usar suas

proprias estratégias matematicas.
As guestdes de pesquisa que o autor buscou responder foram:

v Como compatibilizar perspectivas construtivistas de aprendizagem com o

planejamento de ensino, no caso particular das func¢des logaritmicas?

v Como podem ser propostas e desenvolvidas em sala de aula situacdes
didaticas de aprendizagem, que explorem contextos do cotidiano de outras

areas do conhecimento e da prépria Matematica?



71

v Que atuacdo pode ter um professor de Matemética ao abordar o tema
funcBes logaritmica, quando se pretende que o0s alunos sejam

protagonistas na construcéo de suas aprendizagens?

O referencial teorico utilizado para a realizacdo da pesquisa foram as
formulacdes de Simon (1995) que abordam os aspectos da corrente construtivista
de aprendizagem, para apresentar as Trajetorias Hipotéticas de Aprendizagem
(THA). Os objetivos da aprendizagem, as atividades de aprendizagem,
pensamento e conhecimento sdo pontos importantes para a construgdo de uma
trajetoria hipotética de aprendizagem. O professor de Matematica deve ter
hip6teses sobre o conhecimento dos alunos, além de conhecer outros saberes
profissionais como teorias sobre o ensino da Mateméatica, materiais pedagdgicos,
teorias de como se constroem o conhecimento a respeito de um conceito que
podem intervir no sucesso dessas trajetorias, a qual ele denomina como parte
chave do Ciclo de Ensino de Matematica. (LIMA 2009)

Antes de iniciar a construcdo da THA o autor fez andlise dos livros didaticos
indicados pelos professores participantes da pesquisa: Mateméatica no Ensino
Médio, de Smole e Diniz (2005) e Matematica fundamental, de Giovanni;
Bonjorno; Giovanni Jr. (1994) e do Caderno do Professor do 1° ano do Ensino
Médio adotado pela Secretaria Estadual de Educacao do Estado de Sao Paulo no
ano de 2008 e que também serve de apoio ao trabalho dos professores para
verificar como o tema é tratado nestes documentos.

ApoOs a analise dos materiais didaticos, o autor ampliou a reflexdo para a
construcdo de uma Trajetéria Hipotética de Aprendizagem com diferentes
situagdes-problema visando favorecer a apreensdo do conceito de fungdes
logaritmicas pelos alunos.

Para tanto foram escolhidas atividades que abordam situacdes reais que
utilizam o crescimento logaritmico, proporcionando discussdes entre os alunos de
forma que relacionem o tema com situacdes cotidianas. Foi utilizado o sotware
Winplot para a plotagem de grafico das fungbes, para assim o aluno visualizar a
curva que representa respectivamente a funcdo exponencial e a funcdo
logaritmica, a fim de compara-las e conhecer suas caracteristicas.

As dificuldades mais frequentes apontadas pelo autor foram: a falta dos

alunos em experimentar, levantar hipéteses, errar e aprender com o erro, fato
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levado como hipétese pelo autor, que durante as aulas ndo ha espaco para 0s
alunos discutirem sobre o tema proposto pelo professor. Esse tema de maneira
geral é transmitido pelo professor sem a necessidade de os alunos fazerem suas
préprias conclusdes, impossibilitando a construcdo do conhecimento segundo a
perspectiva construtivista.

Outro problema preocupante mencionado pelo autor é a falta de
interpretacdo de situacOes-problema. Autores como Karrer (1999), Ferreira (2006)
ja apontaram essas dificuldades durante o processo de suas pesquisas e em seus
levantamentos bibliograficos. O autor tem como hip6tese que situa¢des-problema
ndo séo enfatizadas durante as aulas de Matematica.

Ao fazer uma avaliacdo apd6s a aplicagdo da THA, os alunos nao
relacionaram o estabelecimento dos logaritmos como ferramenta para a resolucao
de problemas. As propriedades dos logaritmos, os erros ao utilizar as
propriedades das poténcias, assim como a situacdo-problema que envolveu o
dominio das funcdes logaritmicas, foram dificuldades encontradas pelos alunos.

Entendemos que partir de fun¢des exponenciais para chegar as fungdes
logaritmicas seja um bom caminho a percorrer, contudo indicamos como
fortes dificuldades as regras de potenciagéo, resolucdo de equacgbes
exponenciais, resolucdo de equacbes de 1° e 2° graus, construcdo e
interpretacao de graficos (plano cartesiano), tépicos basicos de funcdes
(dominio, imagem, funcdo inversa, entre outros). Esses temas foram
trabalhados, segundo os professores, assim nossa hipétese é de que o

foram superficialmente, ou seja, os estudos ndo foram suficientes para
aquisi¢édo de novos conhecimentos. (LIMA, 2009, p. 152)

Em suas considerac0es finais, o autor afirma que apesar de ter se apoiado
no levantamento de pesquisas com o objetivo de buscar resultados sobre ensino
e aprendizagem de func¢@es logaritmicas, a quantidade de producdo académica
ainda é escassa e esses resultados ndo chegam ao conhecimento do professor.
Para o autor ficou duvida de como potencializar o uso de novas tecnologias no
ensino de fungdes logaritmicas.

Segundo relato do professor colaborador, que se graduou recentemente,
nunca houve em seu curso uma abordagem parecida com a THA. Sua ideia de
construtivismo era muito diferente do que ele vivenciou durante a aplicagcado da
THA. A professora que tem mais tempo atuando no magistério (20 anos) afirmou
gue em sua graduacéo nao houve trabalho sobre metodologias de ensino.
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Lima (2009) acredita que esses problemas sdo encontrados na formacéo
do professor, pois durante os cursos de formagao inicial e continuada nao se
possibilita a oportunidade de ter acesso as abordagens parecidas com a THA.
Contudo, essas afirmacfes sdo hipoteses que necessitam de mais leituras e
estudos para se chegar a uma concluséo.

Para o autor, ndo basta ao professor ter em mé&os uma sequéncia de
atividades que contemplem uma perspectiva construtivista sem propiciar
momentos para suscitar desafios aos alunos na resolucéo de situacfes-problema,
intervir e sistematizar o que foi trabalhado durante as aulas.

As leituras das pesquisas acima nos ajudaram na reflexdo dos problemas e
obstaculos no ensino da Funcdo Logaritmica e na constatacdo de nossas
assertivas acerca da atuacdo do professor de Ensino Médio no ensino dessa
funcdo. Constata-se que muitas vezes sado enfatizadas apenas as funcoes afins e
quadraticas e sdo exploradas de maneira superficiais as funcées exponenciais e
logaritmicas.

Também observamos a importancia do estudo de fungdes utilizando
software grafico como estratégia de ensino e uma abordagem que priorize nao
somente a representacao no registro algébrico como registro de partida.

Temos como hip6tese que o uso do software no registro grafico pode
favorecer a visualizacdo e pode contribuir para a percep¢do e a compreensao do
aluno sobre o conceito de funcao, para quais valores uma funcéo € crescente ou
decrescente, reconhecer o dominio, imagem e o estudo da funcado inversa, nédo
apenas de forma pontual, mas por meio da constru¢cdo de uma tabela com a
construcdo do grafico por coordenadas no sistema cartesiano e também
realizando uma andlise no registro grafico de forma global.

Relataremos a seguir o uso das Tecnologias no Ensino de Funcdes

Logaritmicas.

3.4. O Uso das Tecnologias no Ensino de Func¢des Logaritmicas

Ao longo de nossa trajetéria como docente, acreditamos que 0s usos de
diversas tecnologias podem ser Uteis para a construgcdo do conhecimento dos
alunos, desde que haja um planejamento prévio e tenhamos objetivos pré-

estabelecidos de como sera o direcionamento do uso da tecnologia, quais
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expectativas, quais tipos de tecnologias seréo utilizados e como avaliar se houve

construcéo deste conhecimento.

Para fundamentarmos a nossa pesquisa, fizemos reflexdes acerca das
leituras das dissertacfes relatadas anteriormente como Karrer (1999) que utilizou
a calculadora como uma ferramenta de ensino, para possibilitar aos alunos que
estabelecessem conjecturas, elaborar e experimentar hipoteses e justificar seus

erros e acertos.

Ferreira (2006) constatou em sua pesquisa que o uso do software Winplot
ajudou na compreensdo pelos alunos de maneira visual de que a funcédo
logaritmica é a inversa da funcdo exponencial por meio da representacdo no

registro grafico.

Lima (2009) deixou claro que o uso do software Winplot e o uso da
calculadora cientifica foram muito importantes para sua pesquisa, pois 0s alunos
ficaram motivados em experimentar outras maneiras de aprender fungdes, além
das tecnologias ja conhecidas por eles, tais como a construcdo de graficos com o

uso de régua e papel milimetrado.

As Orienta¢cBes Curriculares Nacionais do Ensino Médio (BRASIL, 2006)
ressaltam a importancia do professor de Matematica tornar acessivel aos seus

alunos outras tecnologias diferentes daquelas que eles ja possuem.

Segundo este documento oficial, a tecnologia da informagdo e
comunicacdo provocou um impacto na sociedade, e exige que os individuos para
estarem inseridos nesta sociedade devem ser capazes de saber utiliza-las. No
processo de aprendizagem da Matematica essas tecnologias podem servir de
subsidios para obter sucesso. Na formacdo escolar € necessario que o aluno
compreenda a Matematica para a tecnologia e esta como ferramenta para

entender a Matemaética.

O uso das calculadoras e planilhas eletronicas sao instrumentos que
facilitam o acesso a informagdo de forma rapida. Contudo, € necessario ter
conhecimentos matematicos para operar com esses instrumentos, € importante o
aluno entender que a maneira como a calculadora efetua os calculos é

semelhante ao que é utilizado com lapis e papel ou célculo mental. Muitas vezes
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somos questionados pelos alunos quando aparece uma mensagem de “ERRO”
.. 2 -
na calculadora como, por exemplo, ao digitar o v—2 ou 5 € nesse momento €

fundamental que o professor questione o aluno do motivo desta mensagem, e
promova uma discusséo das condi¢cdes de existéncia de um determinado objeto
matematico, ou da necessidade da ampliacdo dos conjuntos numeéricos ha

resolucao de problemas que apareceram ao longo da Histéria da Matematica.

No que se refere a Tecnologia para a Matematica, o documento aponta a
necessidade de o professor utilizar softwares matematicos para que os alunos
possam explorar e construir diferentes conceitos matematicos, de forma que eles
facam experimentos, elaborem conjecturas, testem hipoteses e criem estratégias

para resolver problema.
Para o estudo das func¢des, das equagbes e das desigualdades da
geometria analitica (retas, circulos, conicas, superficies), tem-se uma
grande variedade de programa de expressdo. Em muitos desses
programas, pode-se trabalhar com coordenadas cartesianas como com
coordenadas polares. Os recursos neles disponibilizados facilitam a
exploragdo algébrica e gréfica, de forma simultanea, e isso ajuda o aluno

a entender o conceito de fun¢éo, e o significado geométrico do conjunto-
solucdo de uma equacéo - inequacgéo (BRASIL, 2006, p. 89).

Dreyfus (1991) argumenta que o uso de um ambiente de aprendizagem
computacional no Ensino da Mateméatica pode favorecer os Processos do
Pensamento Matematico Avancado tais como a visualizacdo, observacéo,
abstracdo e a generalizagdo. Muitas vezes a representacdo de um mesmo
conceito utilizado de forma alternada por meio de um software pode suscitar
relacbes normalmente implicitas e torna-las explicitas. Essa explicitacdo pode
contribuir para que o estudante estabeleca relacdes entre ideias, em sintese para

a formacé&o de conceitos.

Por outro lado ha criticas no uso das Tecnologias sem um planejamento, é
importante que o professor elabore estratégias pedagogicas para o uso das
Tecnologias, no ensino de determinado objeto matematico. Até porque ao utilizar
tecnologia na Educacdo Matemética, segundo a concepcdo de apenas consumir
tecnologia, pode trazer eficiéncia para a realizacdo de tarefas antigas, mas pode
gerar dependéncia ao realizar essas tarefas fora do ambiente tecnoldgico
proposto (FROTA; BORGES, 2004).
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[...] Ndo se pode pretender a insercdo de quaisquer tecnologias em
espacos de ensino-aprendizagem sem a critica do uso, ela mesma
permeando um projeto pedagdgico e uma estratégia que contemplem a
participacdo de alunos e professores como figuras principais do
processo, a partir da proposta de que o foco deve ser posto nas
pessoas, de modo a promover nas mesmas novas possibilidades de
interacdo, de aprendizado compartilhado e colaborativo, com vistas a
ampliacdo da autonomia (OLIVEIRA, 2008, p.298).

Segundo Ponte e Canavarro (1997) as tecnologias permitem a ampliacao
do aspecto experimental da Matematica, o que facilita o desenvolvimento entre os

alunos de um impulso investigativo semelhante a atuacdo dos matematicos.

Neste contexto pretendemos em nossa pesquisa utlizar o software
GeoGebra e a calculadora cientifica como estratégias didatico-pedagogicas,
propiciando abordagens interativas e colaborativas entre os alunos participantes,
para que possa favorecer um ambiente de investigagdo matematica em que estes
possam desenvolver processos do Pensamento Matematico Avancado
(DREYFUS, 1991), tais como fazer observagdes, estabelecer conjeturas, formular

hipéteses generalizacdes e abstracdes.

Utilizaremos o GeoGebra®® que é um software de geometria dinamica que
reine geometria, algebra e calculo, desenvolvido por Markus Hohenwarter da

Universidade de Salzburgo na Austria.

Este software possibilita a realizacdo de construgcdes com pontos, vetores,
segmentos, retas, conicas como funcdes que podem ser modificados de modo
dindmico, também possibilita a inser¢cao de equacdes e coordenadas diretamente
na janela grafica e algébrica. Assim, o software GeoGebra tem a poténcia de
trabalhar com variaveis vinculadas a numeros, vetores, pontos; permite
determinar derivadas e integrais de funcdes e oferece um conjunto de comandos
proprios da analise matematica, para identificar pontos singulares de uma funcéo,

como raizes e extremos.

' Disponivel em http://www.geogebra.org acesso em: 22/07/2010.


http://www.geogebra.org/
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{® GeoGebra

Arquivo  Editar Exibir Opcdies Ferramentas Janela Ajuda

A . . ') 4 \L as2 Mover D
.l Y $’ AastaUmiobleto selecionadoi(Est) y
2 Sy

L0 Objetos Livres
= f(x) = 24x

? g(x) = ld(x)

() Objetos Dependentes 5,

4

2

@Entrada' = wv|a v comando L

Figura 11 - Janela do software GeoGebra.
Fonte: Elaborada pela autora.

Escolhemos o software GeoGebra por ser gratuito e de facil manipulagéo.
N&o necessita de conhecimento prévio de informatica e propicia uma interacao
dindmica entre o usuario-software. Possibilita a visualizacdo simultanea entre a
conversado dos registros de representacfes algébricos, geométricos e graficos,
segundo Duval (2009).

Desta forma pretendemos elaborar uma sequéncia didatica de ensino que
privilegia uma abordagem por situacdes-problema que envolva poténcias, funcdes
exponenciais e logaritmicas. Para tanto, pretendemos utilizar algumas atividades
do Caderno do Professor elaborado pela Secretaria Estadual de Educacédo do
Estado de Sdo Paulo (SAO PAULO, 2008), e a partir dessas atividades fazer
adaptacdes, caso necessario de forma que se possa privilegiar a coordenacao
entre a conversado dos registros de representacdes semioticas fundamentada pela
teoria de Duval (2009) e observar quais processos do Pensamento Matemético
Avancado podem ser suscitados durante a aplicacdo da sequéncia didatica e nas

analises dos resultados.
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3.5. Histdria da invencao dos logaritmos

Acreditamos que o ensino da Matemética pode se tornar mais prazeroso
para os alunos quando o professor cita a Histéria da Matematica ao iniciar o

estudo de um determinado conteudo.

= 7

E importante que os alunos saibam como a Matematica desenvolveu-se
com o passar do tempo e ndo vé-la como uma ciéncia “pronta e acabada” ou

‘exata” como geralmente é afirmada pelo senso comum.

Ao iniciar o estudo de um topico da Matematica € comum ouvirmos
perguntas do tipo “Por que temos que estudar este topico?”. Segundo Avila, em
situacdo como essa, 0 professor pode aproveitar este momento de curiosidade do
aluno para fazer pequenos relatos da histéria da Matematica e estimular seu

interesse pela disciplina.

Temas como a histéria do numero zero, a histéria dos algarismos, 0s
ndmeros negativos, numeros complexos, a histéria do nimero m, entre outros
conteudos que sdo abordados ao longo da Educacéo Basica “podem despertar a
curiosidade dos alunos e transformar o desinteresse do aluno pela Matematica
em sua ativa participagéo no aprendizado” (AVILA, 2007, p.11).

Concordamos com as OCEM (2006) no que diz respeito a utilizacdo da

Historia da Matematica em sala de aula:

[...] também pode ser vista como um elemento importante no processo
de atribuicdo de significados aos conceitos matematicos. E importante,
porém, que esse recurso ndo fique limitado & descricdo de fatos
ocorridos no passado ou a apresentacdo de biografias de matematicos
famosos. A recuperagdo do processo histérico de constru¢cdo do
conhecimento matematico pode se tornar um importante elemento de
contextualizacdo dos objetos de conhecimento que vao entrar na relagéo
didatica. A Histéria da Matematica pode contribuir também para que o
proprio professor compreenda algumas dificuldades dos alunos, que de
certa maneira, podem refletir historicas dificuldades presentes na
construgdo do conhecimento matematico (BRASIL, 2006, p. 86).

Neste capitulo, iremos focalizar apenas a histéria da invencdo dos
logaritmos, e a repercussao desta invengdo na comunidade cientifica da época e

também a relacdo da quadratura da hipérbole com a funcédo logaritmica.



79

Segundo Eves (2008) a invencao dos logaritmos foi recebida pela
comunidade cientifica de um modo muito entusidstico, pois havia uma
preocupacao em facilitar a manipulacdo de dados numéricos, devido a expansao
do conhecimento cientifico no século XVI e o inicio XVII nas areas da geografia,

fisica e astronomia.

John Napier (1550-1617) ficou conhecido pela ideia matemética abstrata

que levou 20 anos para des envolver: os logaritmos.

Era bem versado em trigonometria e sem duvida era familiarizado com a

formula sen A.sen B =

N |-

[cos(A—B)— cos (A+B)] e outras formulas da

trigopnometria conhecidas como regras prostafaréticas, da palavra grega que
significa “adicdo e subtracdo” (MAOR, 2008). O objetivo era transformar o
produto, determinando a soma ou a diferenca de outras expressdes
trigonométricas como, por exemplo, cos(A —B) e cos(A+ B), de forma que
pudesse facilitar transformacdes de operacdes aritméticas em outras mais
simples.

Mas a abordagem de Napier para eliminar o fantasma das longas

multiplicagBes e divisbes difere consideravelmente da prostaférese e se

baseia no fato de que, associando-se aos termos de uma progressao
geométrica os da progresséo aritmética (EVES, 2008, p. 344).

Por exemplo, a sequéncia 1, 2, 4, 8, 16,... € uma progressdo geométrica
de razdo 2. O matemético alem&o Michael Stifel (1487-1567), estabeleceu uma

relacdo entre a progressao geomeétrica e 0s expoentes inteiros.

Napier estendeu para uma faixa continua de valores, ou seja, a ideia
chave que esta para os logaritmos é que se pudermos escrever qualquer nimero
positivo como uma poténcia de algum numero fixo (0 qual depois seria chamado
de base), entdo a multiplicacdo e a divisdo de numeros seria 0 equivalente a

adicdo ou a subtracdo de seus expoentes.

O autor ilustrou a ideia de Napier da seguinte maneira:
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on | 1 1 /2 (4 |8 |16 |32 |64 128 | 256 | 512 | 1024 | 2048 | 4096

S
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Figura 12 - Poténcias de base 2.
Fonte: Maor, 2008, p. 20.

A Figura 12 mostra poténcias sucessivas de base 2, come¢ando com n= -3
e terminando em n= 12. Se quisermos multiplicar 64 por 16, basta procurarmos na
tabela os expoentes correspondentes a 64 e 16, que sao respectivamente 6 e 4.
Basta somar esses expoentes para obtermos 10, ao procurar o nuamero
correspondente ao expoente 10 é o 1024 que sera o resultado da multiplicacdo

desejada.

7

Segundo Maor (2008), este método € desnecessario para calcular
operacbes com numeros inteiros, mas a utilidade pratica seria relevante se
pudessem utilizar quaisquer nuameros, inteiros ou fracbes e para isso seria
necessario preencher os grandes espacgos entre os numeros da tabela 1. O que
poderia ser feito utilizando expoente fracionario como pode ser descrito por

m
Ya™ = a=. No entanto, expoentes fracionarios ndo eram inteiramente conhecidos

na época de Napier.

Napier escolheu como base um namero suficiente pequeno, de modo que
suas poténcias crescam lentamente. Depois de muitos anos, o matematico
decidiu-se por 0, 9999999 ou 1 — 10~7. Maor (2008) salienta que a escolha por
esta base, era para minimizar o uso das fracbes decimais, pois a extenséo desses
nameros havia sido recentemente introduzida na Europa, e o publico ndo se

sentia confortavel com elas.

Como seu objetivo era reduzir os enormes trabalhos no calculo
trigonométrico, dividiu-se o raio de um circulo unitario em 10.000.000 ou 107
partes, e desta forma ao subtrair uma unidade inteira sua 107 obtemos o niimero
préximo de 1 nesse sistema, ou seja 1— 107 ou 0,9999999, que é uma taxa
comum (“proporgao”, nas palavras de Napier) usada para construir sua tabela. O

autor relata que Napier levou vinte anos de sua vida (1594 — 1614) para completar
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o seu trabalho, fazendo subtracdes repetidas, para construir oS termos sucessivos
de sua progressédo. Sua tabela inicial continha apenas 101 elementos, comec¢ando
por 107 = 10.0000.000, seguida de 107(1 — 10~7)? = 9.999.999 e dai por
diante até 107(1-— 1077)1%0=99999000 (ignorando a parte fracionaria

0,0004950) e assim repetiu 0 processo novamente.

De fato, essa tarefa obtendo ajuda de uma calculadora ou computador
poderia ser feito em algumas horas. No entanto, Napier fez todos esses calculos
com papel e pena. Apés ter completado sua tarefa, Napier chamou sua criacéo a
principio de expoente de cada poténcia de “numero artificial’, mas depois decidiu

pelo termo logaritmo, que significa “numero proporcional”.

Em 1614 foi publicada por Napier sua invencgao intitulada em latim “Mirifici
logarithmorum canonis descriptio (Descricdo do maravilhoso céanone dos
logaritmos) e posteriormente outro trabalho, Mirifici logarithmorum canonis
constructio (Construcdo do maravilhoso canone dos logaritmos) foi publicado por
seu filho Robert em 1619.

Ainvencao de Napier foi reconhecida por toda Europa e até locais distantes
como a China e adotada por muitos cientistas, como Johannes Kepler, que

utilizou com grande sucesso em seus trabalhos sobre as Orbitas planetérias.

O Unico rival de Napier quanto a prioridade da invencéo dos logaritmos foi

0 suico Jobst Burgi (1552-1632) que construiu uma tdbua de logaritmo

independentemente de Napier e publicou seus resultados seis anos depois de
Napier. (EVES, 2008, p. 346)

Enquanto a abordagem de Napier era geométrica, a de Burgi era

algébrica. Hoje em dia, um logaritmo é universalmente considerado

como um expoente; assim, se n = b*, dizemos que x é o logaritmo de n

na base b. Dessa definicho as leis dos logaritmos decorrem

imediatamente das leis dos expoentes. Uma das incongruéncias da

historia da matematica € que os logaritmos foram descobertos antes de
se usarem expoentes (EVES, 2008, p. 346).

Um professor do Colégio Grescham em Londres, Henry Briggs (1561-1631)
ficou impressionado com a invencdo de Napier que, segundo Maor (2008),

interessou-se em se encontrar com o grande inventor na Escécia.
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No encontro de Briggs com Napier, o professor sugeriu varias modificacdes
nas tabelas, como fazer o logaritmo de 1 igual a zero no lugar de 107, e ter o
logaritmo de 10 igual a uma poténcia apropriada de 10, entdo decidiram que o

log10 = 1 = 10° e com isto nasceu o conceito de base.

Como Napier ja estava com idade avancada, Briggs computou as novas
tabelas e publicou seus resultados em 1624 sob o titulo de Arithmetica
Logarithmica. Eram tdbuas com logaritmos de base 10 para todos os inteiros de 1
a 20.000 e de 90.000 a 100.000 com uma precisdo de 14 decimais. O espaco
entre 20.000 e 90.0000 editado pelo holandés Adriaan Vlacq (1660-1667) e
incluido na segunda edicdo da Arithmetica Logarithmica (1628). Outras tabelas
foram feitas com precisdo de 20 casas decimais na Inglaterra como parte das
celebracdes do tricentendario da invencao dos logaritmos, nesta comemoracdo em
Edimburgo em 1914, Lord Moulton falou em sua homenagem:

A invencao dos logaritmos chegou ao mundo como um relampago num
dia claro. Nenhum trabalho anterior conduziu a ela, ou previu, ou sugeriu
seu aparecimento. Ela permanece isolada, surgindo abruptamente no
pensamento humano, sem derivar do trabalho de outros intelectos ou

seguir linhas conhecidas de pensamento matematico. (MAOR, 2008, p.
28)

Ap6s a adocdo dos logaritmos pela comunidade cientifica, outras
inovacbes foram construidas, como usar uma régua, na qual 0s numeros
poderiam ser colocados em espacgos proporcionais aos seus logaritmos. William
Oughtred (1574-1660) usou duas escalas logaritmicas que pudessem mover-se,
uma em relacdo a outra, esse instrumento foi publicado em 1622, “.. o
matematico construiu duas versées: uma régua de calculo linear e uma circular,
onde as duas escalas eram marcadas em discos que podiam girar em torno de

um eixo comum” (MAOR, 2008, p.29).

A régua de calculo foi companheira fiel de todos os cientistas e
engenheiros durante os 350 anos que seguiram, segundo Maor (2008). No inicio
da década de 1970 apareceram as primeiras calculadoras eletrbnicas manuais e
em pouco tempo a régua de calculo tornou-se obsoleta.

[...] O ensino dos logaritmos, como instrumento de calculo, esta
desaparecendo das escolas, com o advento das calculadoras portateis
A funcao logaritmo, porém, nunca morrera, pela simples razdo de que as
variagdes exponenciais e logaritmicas séo partes vitais da natureza e da
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andlise. Consequentemente, um estudo das propriedades da funcéo
logaritmo e de sua inversa, a fungdo exponencial, permanecera sempre
uma parte importante do ensino da matematica (EVES, 2008, p. 347).

Concordamos com o0s autores, os logaritmos ndo possuem mais 0
papel central na matematica computacional, contudo, a funcéo logaritmica
permanece no centro de quase todos os ramos da matematica, pura ou aplicada.
As aplicagbes dessas funcdes abrangem a quimica, biologia, arte, musica e

psicologia.

3.6. Arelacdo da quadratura da hipérbole com a funcao logaritmica

O método utilizado para encontrar a area de uma forma plana fechada é
conhecido como quadratura. Segundo Maor (2008) a palavra quadratura é uma
forma de expressar em termos de unidade de area, que sdo quadrados. Se
quisermos encontrar a area de um retangulo de lados a e b e se este retangulo

deve ter a mesma area de um quadrado de lado x entdo teremos: x? = ab ou
x = +/(ab). Ao usar um esquadro e um compasso poderemos construir um

segmento de comprimento +/(ab) e encontrar a quadratura de qualquer retangulo,
paralelogramo ou triangulo a partir de constru¢cdes simples, pois poligonos podem

ser sempre dissecados em triangulos.

Com o passar do tempo, a demonstracdo geométrica de um problema de
quadratura abriu caminho para uma abordagem mais computacional, ou seja, a
construcdo real de uma forma equivalente ndo era mais considerada necessaria,
desde que fosse possivel demonstrar que tal construcdo poderia ser feita. Em
principio neste sentido o método da exaustdo'® ndo era considerado como uma
quadratura, pois exigia infinitos passos e nao apenas uma abordagem

geométrica. Contudo, com a introducdo dos processos infinitos na matematica,

Y Método para o célculo de areas presente em Arquimedes (287-212 a. C.), que calculou a area
da superficie compreendida por um segmento parabdlico e um segmento de reta interceptando a
parabola, por métodos semelhantes aos da integracdo que foram estabelecidos quase vinte
séculos depois. (BROLEZZI; BARUFI, 2007,p. 10).
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em meados de 1600, o problema da quadratura passou a ser puramente

computacional.

Maor (2008) relata que uma das formas que resistiam a todas tentativas da
quadratura era a hipérbole. Esta curva é obtida quando um cone € cortado por um
plano num angulo maior que o angulo existente entre a base do cone e seu lado,
e possui um par de linhas retas associadas a ela, suas duas linhas tangentes no
infinito. Ao mover ao longo de cada ramo, afastando-se do centro, é possivel
aproximar cada vez mais dessas linhas, sem ser nunca alcancadas. Essas linhas
séo definidas como assintotas da hipérbole (palavra grega “nao se encontrando”);

que sdo manifestacdes geométricas do conceito de limite.

Segundo o autor, os gregos estudaram as secdes cobnicas por uma
abordagem geométrica com a invencdo da geometria analitica no século XVII, o
estudo desses objetos geométricos e das curvas em particular tornou cada vez
mais parte da algebra e no lugar da curva em si, foi considerada a equacgéo que
relacionava as coordenadas x e y de um ponto da curva e assim foi descoberto
que cada uma das secbes cOnicas € um caso especial de uma equacdo

quadratica na forma geral é Ax®> + By? + Cxy + Dx+ Ey =F.

Figura 13 - A hipérbole retangular.
Fonte: Maor, 2008, p.86.

A hipérbole mostrada na Figura 13 corresponde ao caso A=B =D =F =
OeC=F=1;esuaequacdo é x.y =1ou y = i e suas assintotas sdo 0s eixos

x e y. Como as assintotas sao perpendiculares entre si. Esse tipo de hipérbole é

conhecido como hipérbole retangular.
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O autor relata que Arquimedes tentou sem sucesso encontrar a quadratura
da hipérbole. Posteriormente outros matematicos se voltaram para resolver este

problema.

Figura 14 - A area sob a hipérbole retangularde x =1ex = t.
Fonte: Maor, 2008, p.87.

A hipérbole € uma curva que vai ao infinito, e segundo Maor (2008) é

necessario esclarecer o que significa quadratura neste caso, a figura acima,

[...] mostra um ramo da hipérbole xy = 1. No eixo dos x nés marcaremos
0 ponto fixo x =1 e o ponto arbitrério x = t. Por area sob a hipérbole
gueremos nos referir & area entre o gréfico de xy = 1, o eixo dos x e as
linhas verticais (ordenadas) x = 1 e x = t. E claro que o valor numérico
desta area ainda vai depender de nossa escolha de t, sendo, portanto
uma funcdo de t. Vamos chamar essa funcdo A(t). O problema da
guadratura da hipérbole resume-se a encontrar esta funcéo, isto é,
exprimir a &rea como uma férmula envolvendo a variavel t (MAOR, 2008,
p. 86).

Dentre os matematicos destacados por Maor (2008) que tentaram resolver
o problema da quadratura da hipérbole estdo Pierre de Fermat (1601-1665), René
Descartes (1596-1650) e Blaise Pascal (1623-1662). Em 1637 Descartes publicou
a obra La Geométrie que teve influéncia em vérias geracdes de matematicos, e
apresentou ao mundo a Geometria Analitica. Este fato colocou um fim na
geometria grega classica, na qual era fundamental a constru¢cdo geométrica e a
prova, € a geometria tornou-se uma parte inseparavel da algebra, e depois ao

calculo.

Pierre de Fermat interessou-se na quadratura de curvas do tipo y = x"

onde n € um numero positivo. Tais curvas sdo chamadas de parabolas
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generalizadas. Fermat fez um trabalho semelhante ao método de exaustdo de
Arguimedes sem recorrer a uma série infinita. O matematico fez aproximacao da
area sob cada curva por meio de retangulos e as bases desses retangulos

formam uma progressao geométrica

Figura 15 — O Método de Fermat."*
Fonte: Maor, 2008, p. 90.

A Figura 15 mostra uma por¢cdo da curva y = x™ entre 0s pontos x =
0 e x = a no eixo dos x. Seja o intervalo entre x = 0 e x = a sendo dividido em um
namero de subintervalos pelos pontos K,L,M,N, em que ON = a,0M = ar,0L =
ar? e r € menor que 1. Desta forma, as alturas (ordenadas) das curvas nesses
pontos sdo: a®, (ar)™, (ar?)™, e encontrar a area de cada retangulo e entdo somar
usando a féormula do somatério para uma série geométrica infinita. A férmula
resultante é:

a”“(l—r)

AT = 1—Tn+1 (1)

onde r subscrito em A que a area depende da escolha r.*

" O método de Fermat de aproximacdo da &rea sob o grafico de y = x" através de uma
série de retangulos, cujas bases formam uma progressdo geométrica.

® Método para o célculo de areas presente em Arquimedes (287-212 a. C.), que calculou a area
da superficie compreendida por um segmento parabdlico e um segmento de reta interceptando a
parabola, por métodos semelhantes aos da integracdo que foram estabelecidos quase vinte
séculos depois. (BROLEZZI; BARUFI, 2007, p. 10)
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"

Figura 16 — Melhor aproximacao da area por meio de retangulos menores.
Fonte: Maor, 2008, p. 91.

Para fazer uma aproximacao melhor da area obtida, Fermat concluiu que a
largura de cada retangulo devia se tornar pequena, de forma que a proporcao
comum r deve se aproximar de 1 e quanto mais proxima, melhor seria 0 encaixe

entre o retangulo e a curva. (MAOR, 2008, p. 91)

Alias, quando r - 1, a equacdo 1 torna-se a expressdo indeterminada
0/0. Fermat foi capaz de contornar essa dificuldade notando que o

denominador da equacdo (1), 1—r"*'pode ser escrito na forma
fatorada, como (1 —r)(1+r+7r?+ ..+r"). Quando o fator 1 —r no
numerador e denominador € cancelado, a equacéo (1) torna-se: A, =

n+1
m . Quando deixamos r — 1, cada parcela no denominador

tende a 1, o que resulta na formula A = iln—: (MAOR, 2008, p. 91).

n+1

O autor ressalta que a integral foa x"dx = € exatamente o trabalho

+1
que Fermat desenvolveu em torno de 1640, trinta anos antes que Newton e

Leibniz estabelecessem esta férmula como parte de seu calculo integral.

O trabalho de Fermat foi um avanco significativo, pois a quadratura
envolveu uma familia de curvas fornecida pela y = x™ para valores inteiros,

positivos de n.

Além disso, ao modificar ligeiramente seu procedimento, Fermat mostrou
gue a equacdo 2 permanece valida mesmo quando n & um inteiro
negativo, desde que agora calculemos a area de x = a (onde a > 0) até
o0 infinito. Quando n é um inteiro negativo, digamos n = —m (onde m é
positivo), obtemos a familia de curvas y = x™™ = 1/x_m, chamadas
frequentemente de hipérboles generalizadas. Que a férmula de Fermat
funcione nesse caso € um tanto notavel, j& que as equacbes y = x™e
y = x~_™ apesar de sua aparente semelhanca representam tipos bem
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diferentes de curvas: as primeiras sdo continuas em toda a parte,
enquanto as Ultimas se tornam infinitas em x = 0 e em consequéncia
possuem uma “quebra” (assintota vertical) neste ponto. (MAOR, 2008,
p.92)

‘ K L v N

Figura 17 - O método de Fermat aplicado a hipérbole™®.

Fonte: Maor, 2008, p. 92.

, ~ . 1 —
Contudo, a férmula de Fermat n&o funcionou para a curva y = =X L,

pois quando n = —1, o denominador n + 1 na equagéo 2 se torna O.

Segundo o autor, ndo h& certeza de quem de fato trabalhou neste caso

particular, devido ao atraso da publicacdo do trabalho Opus geometricum

quadraturae circuli et sectionm coni (1647) escrito pelo jesuita belga Grégoire de

Saint- Vicent (1548-1667) que passou maior parte de sua vida trabalhando em

varios problemas de quadratura.

[...] mas parece que foi ele o primeiro a notar que quando n = —1, 0s
retdngulos usados na aproximacgdo da &rea sob a hipérbole possuem,
todos, areas iguais. De fato (Figura 17), as larguras dos retangulos
sucessivos, comegando em N sdo a—ar=a(l—7),ar —ar?=
ar(1-r1),.., e as alturas N,M,L,..sé&o
at=1/a, (ar)™ = 1/ar, (ar?)™' = 1/ar?,.., as areas sdo portanto
a(l—a)1l/a=1-r,ar(1—r).1/ar =1—1r, e assim por diante. Isto
significa que conforme a distancia de 0 cresce geometricamente, as
areas correspondentes crescem em incrementos iguais — ou seja,
aritmeticamente — isso continua sendo verdade ao passarmos ao limite
gquando r — 1 (ou seja, quando fazemos a transicdo dos retangulos

'® saint-Vicent percebeu que, quando as bases formam uma progressao geométrica, os retangulos
possuem areas iguais. Assim a area é proporcional ao logaritmo da distancia horizontal

(MAOR,2008, p. 92).
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discretos para a hipérbole continua). Mas isso, por sua vez, implica que
arelacdo entre a area e a distancia é logaritmica (MAOR, 2008, p. 93).

Segundo Maor (2008), um dos alunos de Saint-Vicent, Alfonso de Sarasa
(1618-1667), registrou explicitamente que se considerarmos A(t) como a area sob
a hipérbole, a partir de um ponto de referéncia fixo x > 0 até um ponto variavel
x =t, teremos A(t) = logt,uma das primeiras ocasides que se fez uso de uma
funcdo logaritmica, quando até entdo os logaritmos eram considerados

principalmente uma ferramenta de calculo.

O problema da quadratura da hipérbole foi solucionado ap6s dois mil anos
depois dos gregos que foram pioneiros em enfrentar o problema, mas
permaneceu em aberto a formula A(t) = log t que fornece a area sob a hipérbole
como uma funcéo variavel de t, mas segundo o autor, ainda ndo é adequada para

a computacdo numérica, porque a base nado foi estabelecida, no entanto,

independente da escolha da base, a hipérbole y = i e a area sob ela existe.

A base “natural” que determina esta area numericamente € o numero e.
Para chegar a essa conclusdo, o autor relata a relacdo do calculo diferencial e

integral desenvolvido por Newton (1642 - 1727) e a descoberta de Fermat acerca

n+1

da area sob a curva y = x™ de x = 0 até algum x < 0 é dada pela expressao (J;+1)

a mesma expressdo da antiderivacdo de y = x™. Newton percebeu que esta
ligacdo entre a area e a antiderivacdo ndo era coincidéncia, que hoje sao
reconhecidos como os dois problemas fundamentais do calculo, o problema da

tangente e o problema da area, eram problemas inversos.
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Figura 18 — A area'’ sob o grafico y = f(x).
Fonte: Maor, 2008, p. 109.

Dada uma fungéo y = f(x), podemos definir uma nova fungdo A(t), que
representa a area sob o grafico de f(x), de um valor fixo de x
determinado, digamos x =a, a algum valor varidvel x =t. Vamos
chamar esta funcdo de funcédo de &rea da funcéo original. Trata-se de
uma funcao de t, porque se mudarmos o valor de t, isto é, se movermos
0 ponto x =t para a direita ou para a esquerda — a area sob o grafico
também mudard. O que Newton percebeu resume-se em: A taxa de
mudanca da funcdo de area em relacdo a t é igual em cada ponto x = t,
ao valor da funcgéo original nesse ponto. Mas isso por sua vez, significa
gue A (t) é a antiderivada de f(t). Assim, para encontrarmos a &rea sob
o gréafico de y = f(x) devemos encontrar uma antiderivada de f(x), onde
substituiremos a variavel t por x. E nesse sentido que o0s dois processos
— encontrar a area e encontrar a derivada — sdo opostos um do outro.
Hoje essa relacao inversa é conhecida como o Teorema Fundamental do
Célculo. (MAOR, 2008, p. 108).

O autor também relata o processo de encontrar o inverso da funcao
exponencial. Se y = e* (denominada por funcdo exponencial natural) e
considerando y como sendo um valor determinado, o objetivo é resolver esta

eqguacdao para x, isto €, expressar x em termos de y.

Lembramos que o logaritmo comum ou briggsiano de um nimero y > 0 é
0 nimero x para o qual 10* =y. Exatamente do mesmo modo, o
logaritmo natural de um nimero y > 0 é o nUmero x para qual e* =y. E
assim como escrevemos x = logy para o logaritmo comum (logaritmo de
base 10) de y, também escrevemos x = Iny para se logaritmo natural
(logaritmo de base e). O inverso da fungdo exponencial é entdo a fungéo

" A area sob o grafico de y=f(x) de x=a a x=t, é ela propria, uma funcdo de t
chamada A(t) (MAOR, 2008, p.109).
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Figura 19 - As equacfes
Fonte: Maor, 2008, p. 98.

logaritmica natural e sua equacédo, depois de trocar x € y, € y =Inx. A
Figura 19 mostra os graficos de y = e* e de y = Inx plotados no mesmo
sistema de coordenadas; como acontece com qualquer par de funcfes
inversas, os dois graficos sao reflexos um do outro sobre a linha y = x.
(MAOR, 2008, p. 142).

v

y = e* e y =Inx representam funcbes inversas.

Com relacéo a taxa da variacdo, segundo a notacéo de Leibniz, a taxa
de variacdo de uma funcéo inversa € reciproca (um dividido por) da taxa

de mudanca da fungéo original; em simbolo dx/dy = 1/ (Z—z) No caso da

uncao ex i =e*e==¢e¥= ue £==-=>ou
funcéo exponencial se y = e* e 2 = e* =y de modo eZ; L ;0

ex
. . ~ ~ s . 1 . . ips
seja, a taxa de variacdo de x em funcdo de y é igual a 5 e isso significa
gue x = Iny porque y = e*. Se as letras forem trocadas a formula sera:
~ d 1 . 1 . . . 2
Se y = Inx, entdo d—i = —ouseja, % = % e isso significa que Inx é uma

antiderivada de ~ Inx = [~ dx (MAOR, 2008, p.142).

A férmula fi dx = Inx 4+ c em que c € a constante da integracdo explica a

descoberta de Saint-Vicent de que a area sob a hipérbole segue uma funcao

logaritmica. Se chamarmos esta area de A(x), teremos A (x) = Inx + ¢ se o ponto

inicial desta area for inicialmente como x = 1, tera 0 = A(1) = Inx + c., no entanto,

In1 = 0 porque e° =

1 e assim teremos ¢ = 0. Podemos concluir que a area sob a

hipérbole y = % de x =1 a qualquer x > 1 é igual a Inx. Este resultado da ao

namero e um significado geométrico que o relaciona com a hipérbole: A =

Inx - A=1 quando x = e.
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Em resumo, podemos notar que os logaritmos n&o foram inventados sem a
intencéo de contribuir com o desenvolvimento da Matemética e outras ciéncias,
houve uma repercussdo na sociedade cientifica, e esta invencao contribuiu com o

desenvolvimento de outros conceitos.

A quadratura da hipérbole colocou a fungéo logaritmica e o nimero e
gue foi o tnico nimero a ser definido por um processo de limite,
lim
n-— o
com a invencgdo do calculo, quando se percebeu que o inverso da fungéo
logaritmica que depois foi denotado por e* era igual a sua préopria
derivada (MAOR, 2008, p.241).

n
(1 +%) na vanguarda da Mateméatica. O momento crucial foi

A maneira em que os fatos foram relatados segundo Maor (2008) nos
mostra que a Matemética ndo foi desenvolvida de forma linear, mas que vérias

descobertas originaram-se de outras invengoes.

E neste sentido, concordamos com 0s autores ao afirmarem que:

O senso comum atribui, quase que exclusivamente, & Matematica, uma
caracteristica de exatidao, por imaginar que as consideragdes realizadas
em seu interior primam por serem exatas definitivas e inquestionaveis
[...] (BROLEZZI; BARUFI, 2007, p. 20).

Desta forma, ao ensinar os conceitos relatados, o professor pode relatar
essas descobertas para mostrar aos alunos que a Matematica atual levou muito
tempo para ser sistematizada na forma que a conhecemos hoje e esta em

constante desenvolvimento.

Apresentaremos no proximo capitulo os procedimentos metodolégicos que
adotaremos ao longo do nosso trabalho.
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Capitulo IV

PROCEDIMENTOS METODOLOGICOS

Antes de elaborarmos nossa sequéncia didatica, fizemos um estudo de
como € sugerido o ensino das fungBes logaritmicas e exponenciais nos
documentos oficiais que relatamos anteriormente no capitulo 3, tais como o0s
PCNEM (BRASIL,1999), PCN+Ensino Médio (BRASIL, 2002), OCEM (BRASIL,
2006), matriz de referéncia do SAEB (BRASIL, 2005), as pesquisas referentes ao
ensino e aprendizagem da Funcdo Logaritmica, e um breve estudo histérico da

invengao dos logaritmos.

Faremos a seguir uma descricdo de como é apresentado o tema Funcédo
Logaritmica no Caderno do Professor de Matemética do 1° ano do Ensino Médio,
volume 3 (2009). Este caderno, juntamente com o caderno do aluno faz parte de
algumas acdes do projeto “Sao Paulo Faz Escola — Uma Proposta Curricular para
o Estado” implementado pela Secretaria Estadual de Educacéo de Sao Paulo em
2008, com o objetivo de propor uma educacgao de qualidade.

Escolhemos fazer essa descri¢cdo, devido a nossa sequéncia ser composta

por algumas atividades que estao inseridas neste caderno.

Logo apos a descricio do Caderno do Professor de Matematica,
apresentaremos o relato da entrevista que fizemos como o ex-professor de
Matematica dos alunos que participaram desta pesquisa, pois acreditamos ser
relevante saber quais conhecimentos os alunos possuem ou ndo sobre o tema

desta pesquisa.
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4.1. Descri¢céo do Caderno do Professor de Matemética
O caderno do Professor de Matematica, 1° ano do Ensino Médio — volume
3 tem como objetivo auxiliar os professores em suas préaticas de sala de aula.

S&o propostas ao professor quatro Situacdes de Aprendizagens a serem
trabalhadas durante o 3° bimestre com os alunos do 1° ano do Ensino Médio:

v As poténcias e o crescimento/decrescimento exponencial: a funcao
exponencial;

v Quando o expoente € a questao, o logaritmo é a solucdo: a forca da ideia
de logaritmo;

v As funcdes com variavel no expoente: a exponencial e sua inversa, a
logaritmica.

v Problemas envolvendo expoentes e logaritmos em diferentes contextos:
equacdes e inequacoes.

Unidade 1 — Consolidacio da ideia de poténcia — significado e operagdes com expoentes
inteiros, racionais e reais.

Unidade 2 — A funciio exponencial - crescimento, decrescimento e graficos.

Unidade 3 — A ideia de logaritmo — uma ideia brilhante do século XVII cada vez mais 1m
portante no século XXI.

Unidade 4 — Propriedades dos logaritmos — logaritmos em diferentes bases.
Unidade 5 Loearitmos em diferentes contextos: acidez, escala Richter e decibéis.
Unidade 6 — As funcdes com variavel no expoente: a exponencial e sua inversa, a logaritmica.

Unidade 7 — Problemas envolvendo expoentes e logaritmos em diferentes contextos — equa-
¢oes e inequagdes.

Unidade 8 ~ Uma aplicagio importante: o uso de graficos com escala logaritmica.

Figura 20 - Quadro geral de contetddos do 3° Bimestre do Ensino Médio.
Fonte: S&o Paulo, 2009 p. 10.

Ao longo do Ensino Fundamental, as poténcias foram apresentadas

gradativamente, sendo que na 52 série, as primeiras nog¢les; na 72 série, as
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poténcias com expoentes inteiros e na 82 série, expoentes racionais e reais. No 1°
ano do Ensino Médio, o estudo das poténcias é consolidado por meio da funcao

exponencial com destaque no crescimento ou decrescimento.

Ja os logaritmos, uma invencao genial do século XVII, cuja motivacdo
primeira era a simplificagdo dos célculos em uma época de limitados
instrumentos para tal, a despeito da abundancia de recursos atuais,
permanecem como um tema especialmente relevante, ndo em razdo de
tais simplificacbes, mas pela sua adequacdo para a descricdo de
fendmenos em que as variaveis aparecem no expoente. Apresentar seu
significado mais profundo, o que contribuiu para que sua importancia se
conservasse, juntamente com as propriedades mais relevantes para seu
uso em diferentes contextos. (SAO PAULO, 2009, p. 9)

Observamos que o ensino de logaritmos esta pautado nas sugestdes
apontadas nas Orientacfes Curriculares Nacionais do Ensino Médio (2006) e
também na necessidade de apresentar situacdes e fendbmenos que utilizam
modelos logaritmos, como calculo de juros, intensidade sonora, acidez de

liquidos, etc.

A apresentacdo da funcéo logaritmica € sugerida sendo reconhecida como
a funcao inversa da exponencial neste documento, “‘uma vez que o que as

distingue é apenas uma troca de posicdo entre as variaveis” (SAO PAULO, 2009,
p.9)

Se y = a*, considerando x a variavel independente, escrevemos
y = f(x) = a*¥, e temos uma fungdo exponencial. Quando y é a variavel
independente, escrevemos x = g(y) = log,y, € temos uma funcao
independente (SAO PAULO, 2009, p. 9).

Na Situagdo de Aprendizagem 1 intitulada “As poténcias e o crescimento
exponencial: a fungdo exponencial” tem como objetivo consolidar as no¢des da
potenciacdo como um recurso para a apresentacao da funcdo exponencial y = a*
ou f(x) = a* sendo a base a um nimero positivo e diferente de 1. E sugerido ao

professor duas semanas para trabalhar com esta situacao de aprendizagem.

7

Observamos que nesta Situacdo de Aprendizagem € proposta uma
situacdo-problema no registro da lingua natural e os dados do problema s&o
apresentados por meio de uma tabela, para que ao final os alunos possam

generalizar que a variavel estd no expoente.
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Suponhamos que no pais X a produgao de
determinado alimento foi igual a 1 tonelada

no final do ano 2000 e, em razao de incentivos

econdmicos, passou a triplicar anualmente a
partir dai. Conforme ilustra a tabela a seguir:

Producao P Poténcia

MY (em toneladas) correspondente

2000 1

14 348 907

Figura 21 - Situacé@o de Aprendizagem 1.
Fonte: Sdo Paulo, 2009, p. 12.

Existe uma preocupacédo com o trabalho dos nimeros irracionais feitos por

meio de aproximacdes da 2 por excesso e aproximacdes por falta. Esta

atividade é apresentada por meio de tabela.
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Aproximaciao qu:f:ri: s Aproximagao
por falta dei2 POr excesso
1.4 NG 1.5
1,41 2 1,42
1.414 2 1,415
1,4142 J2 1,4143
1,41421 \/'5 1,41422
1.414213 \/'j' 1.414214
1,4142135 \"S 1,4142136

Figura 22 - Aproximagdes da raiz quadrada de dois.
Fonte: Sdo Paulo, 2009 p. 13.

Para definir a funcdo exponencial, em que y = a*, ou seja f(x) = a*, foi
proposta uma tabela com diversos valores de x e os correspondentes valores de

f(x), para alguns valores de a:

Figura 23 - Situacéo de Aprendizagem 1.
Fonte: Sdo Paulo, 2009 p. 14.
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Sao propostos quatro exemplos para esbocar o grafico das funcdes
exponenciais em um mesmo sistema de eixo cartesiano ortogonal a partir de sua
expressao algébrica, com o objetivo de observar o crescimento e decrescimento

em cada caso.

Como exercicios complementares, sao propostas situacdes-problema
contemplando crescimento exponencial de populagdo de micrébios, crescimento

populacional, e a construcéo de graficos do tipo f(x) = a**.

Na Situacdo de Aprendizagem 2 intitulada “Quando o expoente é a
questao, o logaritmo é a solugao: a forca da ideia de logaritmo” tem como objetivo

apresentar os logaritmos como um expoente.

Para o inicio do estudo de logaritmos, os autores ressaltam a importancia
da Historia da Matemética para o tratamento do tema. Os logaritmos foram
criados no inicio do século XVII com o objetivo de simplificar os célculos. Devido

ao avanco tecnoldégico, as calculadoras ja fazem este trabalho.

A Histéria da Matematica, no entanto, revela-nos uma especial surpresa
guando o assunto é logaritmo. A despeito de seu enorme sucesso no
século XVII, hoje, em pleno século XXI, os logaritmos sdo mais
importantes do que o foram no momento de sua criagdo. Ja néo
precisamos mais deles para simplificar os calculos, mas seu significado e
a forca de linguagem tornaram-se fundamentais para a expressdo e a
compreensdo em diferentes contextos, alguns deles surgidos em pleno
século XX: nas medidas da intensidade sonora, da energia destruidora
dos terremotos, indice de um liquido, da rapidez com que uma
substancia radioativa se desintegra, etc. Sem dlvida, hoje mais do que
ontem, é fundamental aprender logaritmos. (SAO PAULO, 2009, p. 20)

Com o objetivo de compreender o significado dos logaritmos foi retomada a
problematica inicial: a simplificacdo dos calculos elaborada por alguns
matematicos como o inglés Henry Briggs (1561-1630) e o escocés John Napier
(1550-1617), os autores do caderno solicitam calcular o valor da E apresentado

na seguinte expressao:

_ 5\/381,5 .(20,87)2.(4182)%
E =
(7,935)2

Para a resolucdo desta expressdo, 0s matematicos acima citados
propuseram alternativas, como ideia de escrever qualquer numero positivo N

como uma poténcia de 10: N=10". Utilizando as propriedades das poténcias, em
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que o calculo da multiplicacédo se transforma em adi¢cdo dos expoentes, a divisao
podera ser feita por meio da subtracdo dos expoentes e o calculo de uma raiz se
transforma no célculo de uma divisdo. Desta forma na expressao podera ser

escrita como:

381,5 = 102 20,87 = 10° 4182 = 10° 7,935 = 10¢

a+3b+4—c—2d)

E:10( 5

E a partir da apresentagédo desta expressdo, os autores ilustram com
exemplos que é possivel representar qualquer nimero positivo N como 10™ com o
objetivo de simplificar calculos e definem: Se N = 10", entdo o expoente n é
chamado “logaritmo de N”: n = log N. (SAO PAULO, 2009, p. 21)

Apbs a discussdo sobre o logaritmo como um expoente, encontramos no
Caderno do Professor de Matematica (SAO PAULO, 2009) uma tabela de
logaritmos. Segundo os autores, os valores apresentados foram escolhidos como
exemplos, mas sdo sugestivos de certas regularidades existentes em uma tabela

de logaritmos.

NN =107 n (n =log N)
10000 4
6000 3,77815
3000 3,47712
2000 3,30103
1000 3

600 2. 77815
300 2,47712
200 2,30103
100 2
60 1,77815
30 1,47712
20 1,30103
10 1
6 0,77815
3 0,47712
2 0,30103
1 0

Figura 24 - Alguns valores da tabela de logaritmos.
Fonte: Sao Paulo, 2009 p. 22.
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O objetivo da tabela de logaritmos (Figura 24) nao é colocar o logaritmo de
todos os numeros, mas a partir dos numeros escolhidos, calcular outros
logaritmos. Como primeiro exercicio, € solicitado para calcular outros logaritmos a
partir da tabela.

No segundo exercicio, o enfoque € dado a uma situacdo-problema do
crescimento da populacdo de duas cidades diferentes. Os modelos de
crescimento das duas cidades séo descritos por uma funcédo exponencial de base
10.

Para o estudo dos logaritmos em qualquer base os autores apresentam

tabela abaixo.

Poténcia Logaritmo

Figura 25 - Tabela de Poténcias e Logaritmos.
Fonte: S&o Paulo, 2009 p.25.
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E sugerido aos professores que priorizem a exploracédo da tabela (Figura
25) para que ndo haja duvidas, pois sé@o informagBes necesséarias para a

construcdo de graficos na Situacdo de Aprendizagem 3.

Eopicdil Poténcias Logaritmos
M=a" N=a" m = log M n=log N
Produto M.N=am*n log,(M.N)=1log M +log N
) 1\ - M
Quociente N =a log, [ N =log, M-log N
Poténcia MF = gmk log, (M¥) =k .log M

Figura 26 - Relacdo das propriedades das poténcias com as propriedades dos logaritmos.
Fonte: Sdo Paulo, 2009 p. 29.

Apbs o estudo da tabela, sdo apresentados varios exercicios para o célculo

de logaritmos e aplicacdo em situacées-problema.

As propriedades dos logaritmos sdo apresentadas na tabela abaixo, para
gue os alunos facam a relacdo entre as propriedades das poténcias e dos

logaritmos.

Para ilustrar os diferentes contextos em que os logaritmos podem ser
utilizados como modelos matematicos em aplicagbes no mundo real sao
propostos textos explicativos sobre a escala de Richter para medir a intensidade
de terremotos, o pH dos liquidos para caracterizar a acidez e para medir a

intensidade sonora do ouvido humano.

Observamos que esta Situacdo de Aprendizagem € muito rica em
situagcOes-problema, no entanto, as tabelas informativas sobre os logaritmos e
suas propriedades deveriam ser construidas pelos alunos. Acreditamos que este

procedimento poderia estimular os estudantes a conjecturar, levantar e testar
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hipoteses para chegar a generalizacdo e assim propiciar o que Dreyfus chama de
aprendizagem por descoberta,

A Situacdo de Aprendizagem 3 intitulada “As fun¢Bes com variavel no
expoente: a exponencial e sua inversa, a logaritmica” tem como objetivo
estabelecer a relacdo entre as fungdes exponenciais e logaritmicas por meio da
determinacdo do cdalculo da funcdo inversa e explorar o crescimento e

decrescimento do grafico dessas fungoes.

O paralelismo entre as propriedades das poténcias e as dos logaritmos
servira de base para o estabelecimento das relagGes entre as funcdes
exponencial e logaritmica, bem como de seus graficos. (SAO PAULO,
2009, p. 37)

Para iniciar este estudo, é retomado o conceito da fungcdo exponencial, na

construcéo de tabelas de valores para x e a* para diferentes valores de a:

41 y
2442
22
201
18-
161
141
12+

- 101
8.
6+
44
24

Sk e SRS
funcoes decrescentes
(0<a<l)

/ S ‘/"" ~
T O e _—" fungoes crescentes
\“\ N ] e &

— (a>1) X

e e

4 -3 = 1 , 3 4

Figura 27 - Gréficos da funcé@o exponencial para diferentes valores de a.
Fonte: Sdo Paulo, 2009, p. 37.

Se y = a¥*, entdo x = log, y. Observamos que tal fato no grafico da funcao

exponencial quando a < 1:
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Figura 28 - Grafico da Funcao Exponencial no caso em que a >1.
Fonte: Sdo Paulo, 2009, p. 37.

Portanto, a cada niumero positivo y corresponde a um ndamero real x, que
seu € o seu logaritmo na base a. A cada correspondéncia entre cada
namero positivo e seu logaritmo em uma determinada base a, ou seja, é
possivel definir a cada nimero positivo, associa seu logaritmo. Essa
funcdo sera chamada de funcéo logaritmica e representada por f(x) =
log, x. Observando o nome das variaveis: na funcdo exponencial, x € a
variavel independente, a qual atribuimos qualquer valor real, positivo,
nulo ou negativo, e y = a* é a variavel dependente do valor de x, que
serd, no caso em questdo, sempre positiva. Na funcdo logaritmica, a
variavel independente é um ndmero positivo y, que escolhemos
livremente, e a variavel dependente € o logaritmo x desse numero, que
podera assumir qualquer valor real, positivo, nulo ou negativo. Temos,
portanto, a func&o logaritmica x = log, ¥y (SAO PAULO, 2009 p. 37-38).

Notamos que em todo momento € enfatizada a relacdo entre a funcdo
exponencial e logaritmica. Para o estudo do crescimento e decrescimento da
funcdo logaritmica, a construcao do grafico de x em funcdo de y, situando o eixo
y na horizontal para a variavel independente, e representando os valores de x na

vertical, temos o gréfico a seguir (caso a > 1).

Figura 29 - Gréfico da funcdo Logaritmica no caso em que a > 1.
Fonte: Sdo Paulo, 2009, p. 38.
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Naturalmente, se nomearmos a variavel independente de x, como € usual,
entdo a variavel dependente y sera tal que, y = log,x ou seja, a funcéo
logaritmica é representada por f(x) = log, x (SAO PAULO, 2009, p. 38).

v

f(x)=log, x a>1

Figura 30 - Gréfico da Fun¢éo Logaritmica no caso em que a > 1.
Fonte: Sdo Paulo, 2009, p. 38.

No caso acima, quando a > 1 tanto a funcdo exponencial f(x) = a* assim
como a funcao logaritmica f(x) = log, x sao funcbes crescentes. Desta forma, se

representarmos os dois graficos em um mesmo sistema de coordenadas, temos:

Figura 31 - Gréafico da Fun¢do Exponencial e Logaritmica no caso a > 1.
Fonte: Sdo Paulo, 2009, p. 38.

No caso em que 0 < a < 1, a funcdo exponencial de base a sera

decrescente, assim como a fungéo logaritmica também sera decrescente.
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0<a<l

Figura 32 - Grafico da Fung¢édo Exponencial e Logaritmica, no caso em que 0<a<1.

Fonte: S&o Paulo, 2009, p. 38.

registro grafico como uma forma de representacdo foi por meio do conceito de
funcdo inversa. Quando temos o grafico de y = a* e y = log, x representados
em um mesmo sistema de coordenadas, percebemos que a cada par (m, n) do
primeiro gréafico, corresponde a um par (n, m) do segundo.
simétricos em relacdo a reta y = x, que é bissetriz dos quadrantes impares e

assim, a cada ponto do gréfico y = a* corresponde um ponto do grafico de

A estratégia utilizada para o ensino da funcdo logaritmica abordando o

Esses pontos sao

y = log, x que € simétrico ao primeiro em relagéo a reta y = x.

0<a<l

y

£

!

#

y=log, x

Figura 33 - Funcéo Exponencial e a sua inversa.

Fonte: Sdo Paulo, 2009, p. 39.

envolvendo a determinacdo da funcdo inversa no registro algébrico e grafico.

Para observar

os padrbes de crescimento/decrescimento das funcdes

Para explorar a fungéo inversa, os autores propdem exemplos e exercicios
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exponencial e logaritmica que séo distintos, 0s autores recorrem ao registro
grafico para facilitar a visualizagcdo desses padrdes. Sendo a > 1 a funcao
f(x) = a* cresce rapidamente, enquanto que a funcéo g(x) = log, x cresce cada
vez mais lentamente.

Na Situacdo de Aprendizagem 4 intitulada “As multiplas faces das
poténcias e dos logaritmos: Problemas envolvendo equacdes e inequacdes em
diferentes contextos”, observamos que o objetivo € apresentar aos alunos a
relevancia do estudo dos logaritmos para expressar e compreender fenbmenos

naturais.

Foram apresentadas situacdes-problema, a lenda do tabuleiro de xadrez,
comparacao entre ordem de grandezas, mudanca de escala usual para a escala

logaritmica, célculo de juros, meia vida de elementos quimicos.

Para a mudanca de escala usual para uma escala logaritmica, séo
apresentados exemplos utilizando os papéis monolog e dilog®. Desta forma, o
grafico da funcdo y = 5* serd uma reta com inclinacdo igual ao log5, sendo as

unidades do eixo y representadas pelos logaritmos de x.

S—

——
10004
1004 Y=

ll;«l
valores de 10* :
41),] Y= (logS)..\

0.01 "
| (sendo Y =logy)

0,001 -}

T B T e Y ey LA

|
—LJ) ]

Figura 34 - Escala Logaritmica.
Fonte: Sdo Paulo, 2009, p. 51.

Em relacdo ao estudo que fizemos sobre o tema funcbes logaritmicas,
observamos que os autores que elaboraram o Caderno do Professor de
Matematica, do 1° ano do Ensino Médio — volume 3 (SAO PAULO, 2009), no que

se refere a este tema, tiveram a preocupagéio em mostrar ao professor que o

'® Monolog é um papel em que um dos eixos é graduado em escala logaritmica e o outro é
graduado em escala linear. No papel dilog os dois eixos sdo graduados em escalas logaritmicas.
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ensino de logaritmos nao se restringe apenas ao estudo de técnicas operatérias
das propriedades logaritmicas, procurando exemplificar as aplicacbes para
descrever fendmenos naturais e ressaltando a importancia do estudo deste tema
conforme é sugerido nos PCNEM (BRASIL, 2002).

O estudo da funcédo logaritmica apresentada como a funcdo inversa da
funcdo exponencial € sugerido nas OCEM (BRASIL, 2006) e encontramos esta
estratégia de ensino no Caderno do Professor de Matematica do 1° ano do Ensino
Médio — volume 3 (SAO PAULO, 2009).

Ressaltamos que a coordenacdo entre os diferentes registros de
representacdes, tais como registros simbdlicos, algébricos, graficos também séo

apresentados ao longo das quatro Situacdes de Aprendizagens.

Acreditamos que em relacdo ao tema funcado logaritmica, o material € um
recurso para o professor utilizar durante o ensino deste tema. No entanto, o
professor deve conciliar as situagdes-problema propostas no material e adequar a
realidade de seus alunos com relacdo as condi¢cdes de ensino e aprendizagem,
tempo para o estudo deste tema e utilizar outros materiais como apoio caso haja

necessidade.

Neste trabalho, procuramos adequar algumas atividades propostas do
Caderno do Professor e fazer algumas alteracbes que achamos necessarias com
0 objetivo de possibilitar aos alunos uma aprendizagem por descoberta,
estabelecer relacbes com as propriedades das poténcias sem mencionar tais
propriedades, para que estes alunos possam concluir que o logaritmo é um

expoente.

A seguir, apresentaremos o relato da entrevista que fizemos com 0 ex-
professor dos alunos que sao os sujeitos de nossa pesquisa. O objetivo é fazer
um diagndstico de quais conteddos estes alunos estudaram ao longo do Ensino
Médio.
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4.2. Entrevista feita com o ex-professor dos alunos envolvidos na pesquisa

Conversamos com o professor que lecionou durante os dois anos
anteriores para esses alunos a respeito de seus conhecimentos prévios. O
mesmo nos disse que no final do 1° ano néo foi possivel trabalhar com o objeto
matematico “funcdo exponencial e logaritmica” devido as dificuldades
encontradas ao trabalhar com o conceito de funcdo com esses alunos. Essas
dificuldades apontadas pelo professor e enfrentadas pelos alunos foram a
localizacdo dos pontos no sistema cartesiano ortogonal e como consequéncia,
tornou-se dificil e demorada a construcado de gréficos. Segundo o professor, o
ensino foi pautado utilizando como recurso didatico régua, papel quadriculado
para a construcdo dos gréaficos das funcbes, entretanto os alunos nunca tiveram
acesso a softwares graficos, pois ndo havia computadores acessiveis na escola.

No que diz respeito a construcdo de graficos de funcdes, as dificuldades
encontradas pelos alunos se referem ao tratamento algébrico para o
preenchimento de tabelas. Os estudantes faziam substituicbes de forma incorreta
ao atribuir os valores pré-estabelecidos do dominio da funcdo (apenas no
conjunto dos numeros inteiros) pelo professor na lei da funcdo para encontrar o
conjunto imagem e como consequéncia, muitos nao conseguiam fazer a
construcdo no registro grafico. Operacbes como potenciagéo, divisdo e as regras
de sinais também foram apontadas pelo professor como obstaculos didaticos.

O ensino de funcdo durante o ano limitou-se apenas a funcdo afim e
quadratica e problemas de maximos e minimos. Segundo o professor, ndo houve
trabalho com a forma candnica da funcdo quadratica e nem estudo dos
coeficientes dessas funcbes e a sua relacdo com a representacdo no registro
grafico. O professor ressaltou que ndo houve trabalho com o material de apoio
disponibilizado pela Secretaria da Educacéo do Estado de S&o Paulo (Caderno do
aluno e do Professor); justificou a ndo utilizagcdo deste material pelo fato dos
alunos ndo terem “requisitos e capacidades” para as atividades propostas no
Caderno.

Também pedimos aos alunos que trouxessem o caderno do 1° ano para
verificarmos quais contetdos foram trabalhados com eles.

Perguntamos ao professor sobre a possibilidade de ele continuar o trabalho

das funcdes exponenciais e logaritmicas no ano subsequente, todavia ndo houve
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esse trabalho devido ao professor ter que dar continuidade ao contetdo da
Proposta Curricular do Estado de S&o Paulo para o 2° ano. Argumentou: “os
alunos néo iriam precisar deste conteudo, pois teriam no 3° ano do Ensino Médio”
(ex-professor da turma).

Desta forma, diante da entrevista feita pelo ex-professor da turma
decidimos optar pela turma do 3° ano do Ensino Médio para a realizacdo da
pesquisa, e escolhemos atividades do Caderno do 1° ano do Ensino Médio
volume 3, para iniciarmos a elaboracédo da sequéncia didatica. Ressaltamos que
fizemos algumas alteracdes que julgamos necessarias nas atividades do caderno
para a construcdo do conhecimento da funcdo exponencial e logaritmica.

Priorizamos as conversdes entre as diferentes formas de registros de
representacées segundo Duval (2009), de forma que pudéssemos observar 0s
processos do Pensamento Matematico Avancado, descritos por Dreyfus (1991).

Diante de tais fatos, construimos uma sequéncia iniciando por uma
situacdo-problema abordando poténcias, funcdo exponencial de acordo com o
gue é proposto no caderno do professor de matematica da rede estadual de Sao

Paulo para depois ampliarmos o estudo da fun¢éo logaritmica.

4.3. Analise a priori da sequéncia de atividades

4.3.1. Sessao | - Consolidacdo da ideia de Poténcias — Analise a priori

Objetivo: Ao propor esta atividade pretende-se iniciar uma situagao-
problema que envolve a exploracdo de alguns conceitos fundamentais das
poténcias, tais como as diferentes formas de representacao da poténcia utilizando
nameros reais e relacionar com algumas propriedades fundamentais desse
conteudo, nos quais serdo destacados fatos fundamentais para a compreenséao

da natureza da fungéo exponencial.

Para isso utilizamos como registro de partida o registro da lingua natural, o
registro numérico e algébrico por meio da tabela para favorecer as conversdes do
registro de partida para o registro de chegada fazendo uso do registro numérico,

algébrico e grafico.
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A primeira atividade que selecionamos faz parte do conjunto de atividades
propostas no Caderno do Professor de Matemética, 1° Ano do Ensino Médio, 3°
Volume (SAO PAULO, 2009), elaborado pela Secretaria Estadual de Educac&o do
Estado de Sao Paulo e disponibilizado aos professores no ano de 2009. Foram
feitas algumas mudancas na apresentacdo da tabela, pois no caderno do
Caderno do Professor estdo inseridos todos os dados da situagao-problema,
enquanto que nesta atividade, disponibilizamos apenas alguns dados na coluna
da Producao P em toneladas, para que os alunos observem e completem a tabela

fazendo uma mudanca de representacao na forma de poténcia.
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Plano de Desenvolvimento Econémico

Em razdes da cria¢io de um Plano de Desenvolvimento Econémico por meio de
incentivos na redugdo de recolhimento de impostos, a produgdo de determinado alimento em
um pais da América do $ul, foi igual a 1 tonelada no final do ano 2000 e, apds o plano de
crescimento incentivado pelo setor, a produgéo passou a triplicar anualmente a partir dai.
Conforme ilustra a tabela a seguir:

Ano Produgéo P Poténcia
(1) (em toneladas) Correspondente

2000 1
2001 3
2002
2003 27
2004
2005
2006
2007
2008
2009

2015 14 348 907
2000 + ...
Observe a producgéo P em toneladas e complete o restante da tabela.

a) Podemos escrever os valores da Producdo P(em toneladas) na forma de poténcia. Desta forma
complete a tabela relacionando esses valores com a poténcia correspondente e justifique a sua resposta.

b) Observe a regularidade dos expoentes da poténcia, existe alguma relagdo com outros valores
representados nas outras colunas? Justifique sua resposta.

c) Observe os dados inseridos na tabela e estabele¢a uma expresséo algébrica que relacione a produgéo
de alimentos (em toneladas) em fungdo do tempo (ano). Justifique sua resposta.

d) Os valores apresentados na tabela pertencem ao conjunto dos nimeros naturais, entretanto podemos
estender para o conjunto dos nimeros reais. No contexto da situacéo problema apresentada acima, o que
significa calcular P = 3%5?

e) No mesmo contexto do item (d) o que significa 35,305 = 305+05 = 319

f) Com a ajuda de uma calculadora cientifica, calcule 3%°. Qual foi o valor que vocé encontrou? Agora

1
faca 0 mesmo com /3 e com 3z, observe e compare os resultados. O que vocé pode concluir?

g) Usando a calculadora cientifica qual sera o valor da producgéo de alimentos P (em toneladas) apos 4,5
anos neste pais?

Figura 35 - Situacédo de Aprendizagem 1 - Sessao | adaptada pela autora.
Fonte: Sdo Paulo, 2009, p. 12.
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Esperamos que os alunos ao fazerem a leitura da situac&o-problema e a
observacgéo dos dados organizados na tabela relacionem a grandeza tempo com
a Producéo P (em toneladas) de forma que haja uma relagcdo do crescimento da

producdo da empresa com o passar do tempo.

Ao observarem e analisarem a coluna correspondente a producdo P (em
toneladas) no item (a) espera-se que os alunos possam concluir que os valores
sdo multiplos de 3 e consequentemente poderdo transformar em poténcias de

base 3.

No item (b) espera-se gue o0s alunos possam observar e relacionar o ultimo
algarismo do ano na primeira coluna com o expoente da poténcia e preencher a

32 coluna.

No item (c) espera-se que os alunos observem algum padrdao de
regularidade e generalizem a regularidade da multiplicacédo pelo fator 3 a cada
ano, observando o expoente da poténcia e estabelecam uma relacdo de
dependéncia entre as variaveis que a producdo P (em toneladas) depende de t
(anos) de forma que o valor da producéo serd f(p) = 3! (toneladas).

No item (d) pretendemos com esta questdo que os alunos fagam uma
relacdo entre os numeros relacionados no contexto do problema e facam uma
ampliacdo deste contexto para o conjunto dos numeros reais de forma que
possam compreender o que significa P = 395,

No item (e) espera-se que o0s alunos retornem a situacdo-problema, que
tentem interpretar a expresséo 3°° e consigam estimar a producéo de alimento na
metade de 2001, ou seja, 0,5 ao ano, ap6s 0 momento em que a producao
comecou a triplicar ano a ano. E ainda que relacionem com a propriedade do
produto de uma poténcia de mesma base.

Ainda no item (f), ao utilizar a calculadora, espera-se que os alunos
manipulem as trés representacdes numéricas (com expoente fracionario, decimal
e na forma de um radical) do nimero irracional, fazendo o que Duval chama de
tratamento no registro numérico para que o aluno consiga estabelecer uma

relacédo entre as propriedades da poténcia de um expoente fracionario.
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No item (g), espera-se que os alunos utilizem a expressao algébrica
encontrada, compreenda que a variavel estd no expoente, e encontre o valor da

producado P (em toneladas).

No item (h) (Figura 36) esperamos que os alunos facam a conversdo do
registro numérico representado por uma tabela para o registro grafico da situacéo

problema e observem o comportamento grafico da curva da funcéo exponencial.

No item (i) (Figura 36) espera-se que apds a construcdo do grafico da
funcdo, consigam encontrar a expressdo algébrica representada por P = 3' em
que P é representado pela Producdo em funcdo do tempo, definida por uma

funcdo exponencial.

P(produgio)

t [:nnns)

h) Utilizando os valores da tabela, represente graficamente a Producdo (em tonelada) em funcéo
do tempo (anos). Note que os valores relacionados da Producgédo estdo no eixo das ordenadas em
fungdo do tempo

i) Se vocé deixou em branco a Ultima linha da tabela, ou deixou de responder o item (d), apos a
construcdo do grafico vocé ja sabe qual é a expressdo que representa a Produgdo P( em
tonelada) em fung&o do tempo t (anos)?

Figura 36 - Situacdo de Aprendizagem 1 - Sesséo | e adaptada pela autora.
Fonte: S&o Paulo, 2009.
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4.3.2. Sessao Il - Explorar o conceito Funcdo Exponencial — Andlise a priori

Objetivo: Explorar as caracteristicas da fungdo exponencial, dominio da funcéo
representado por meio de tabelas e fazer a conversdo para o registro grafico
utilizando o software GeoGebra; apresentar a situacao-problema representada

pelo registro de tabela e fazer a converséao para o registro numerico e algébrico.

Na questédo 1 espera-se que os alunos utilizem os valores apresentados na
primeira coluna para x e efetuem o célculo da poténcia e relacionem as

propriedades da potenciacdo com expoente negativo e expoente fracionario.

1) Observe a tabela e complete:

X 2% 3* (1)

St

E{ S
o~
ba | e
e’
[
Il
| b

3
0_
0 20=1
3= =
3 >
1
3z =+/321.73
- F -
E 3 3
1 ~071
3

Figura 37 - Situacédo de Aprendizagem 1 e adaptada pela autora.
Fonte: S&o Paulo, 2009, p. 14.

Na segunda questéo o objetivo é explorar a funcdo exponencial utilizando a
conversao do registro numeérico por meio de tabela para a representacéo grafica e
a partir dessa nova representacao, explorar o comportamento da curva da fungao

exponencial.
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2) A patrtir da leitura da tabela e dos gréaficos das funcbes f e g definida por

f(x) = a* e g(x) = b*, observe e responda:

Figura 38 - Grafico da Funcao Exponencial no software GeoGebra.
Fonte: Elaborada pela autora.

Nos itens (a) e (b) (Figura 39) espera-se que o0s alunos relacionem 0s
valores encontrados na tabela com o comportamento do grafico das fungbes f e

g e fagam a converséo do registro gréafico para o registro algébrico.

Qual é a representagéo algébrica da funcédo f?
Qual é a representacéo algébrica da funcdo g?

Observando as curvas das func¢des f e g, qual € a caracteristica da curva quando a
base a é maior que zero?

Construa varias fungbes em 0 < a < 1 utilizando o software GeoGebra e observe o
comportamento do grafico dessas funcdes. Escreva a lei algébrica dessas fungdes.

ApOs a resolugédo do item (d) vocé pode generalizar o comportamento do grafico de
umafungcdo o f(x) = a* se 0 <a <1 ?Justifique sua resposta.

Qual é a diferenca entre a funcdo f(x) = 3™ eafuncdo g(x) = (g)x ? Justifique a

sua resposta e, caso necessario, utilize o software GeoGebra para confirmar suas
hipéteses.

Figura 39 - Questbes sobre Fun¢cdes Exponenciais — Sessao |l.
Fonte: Elaborada pela autora.

No item (c) espera-se que os alunos identifiquem que uma fungdo f
definida por f(x) = a* para a > 1 como uma funcéo crescente, pois quando o

valor de x aumenta o valor de y = a* também aumenta.
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No item (d) é solicitado que os alunos testem vérias funcbes em que
0<a<1l com a ajuda do software GeoGebra para que observem o
comportamento do gréfico das respectivas funcbes e estabelecam conjecturas

sobre esse comportamento.

No item (e) espera-se que os alunos, por meio das conjecturas do item
anterior, possam generalizar que sendo 0 < a < 1, quando o valor de x aumenta,

o valor de a* diminui, ou seja, uma f(x) = a* é decrescente.

No item (f) espera-se que os alunos testem os dois tipos de representagéo

X
da funcdo f dada por f(x) = 37* e g definida por g(x) = (%) e concluam que
sdo iguais, que possuem diferentes representacoes e relacionem com a

propriedade da poténcia em que a™* = % para a # 0 chamado de inverso de a

g) Construaas fungesy = 2*, y= 4%, y=5% ,y=(0,5*, y

y = (\/f)x utilizando o software GeoGebra e observe que essas fun¢des interceptam no

eixo y no ponto de ordenada igual a 1. Como vocé justifica esse fato, serd que esse fato

ocorre com todas as fungdes do tipo f(x) = a* ?

Construa a funcdo y = 1* utilizando o software GeoGebra essa funcdo pode ser

chamada de funcéo exponencial? Justifique sua resposta.

Observe o crescimento do gréafico das fungBes exponenciais que vocé construiu por
meio do software GeoGebra, descreva o comportamento da curva, quando a > 1e

0<a<O.

Observe as fungBes que vocé construiu por meio do software GeoGebra, escreva qual

€ o Dominio, o Conjunto Imagem e o Contradominio de uma fun¢éo exponencial.

Figura 40 - Questbes sobre Fun¢cdes Exponenciais — Sessao |l.
Fonte: Elaborada pela autora.

No item (g) espera-se que o0s alunos construam varias funcdes
exponenciais e concluam que todas as funcbes exponenciais passam por (0,1),

pois qualquer funcdo exponencial do tipo f definida por f(x) = a* terd f(0) = 1.
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No item (h) espera-se que os alunos observem que a funcdo definida por
y = 1* é uma funcdo constante e para ser uma funcéo exponencial f definida

por f(x) = a*emquea>1oul<a<l.

No item (i) espera-se que o0s alunos estabelecam uma relacdo entre o
comportamento da funcédo exponencial. Se 0 < a < 1, a funcéo é decrescente e

para a < 1,a funcdo a funcéo € crescente.

No item (j) espera-se que apés a observacao dos graficos construidos no
software GeoGebra, os alunos sejam capazes de compreender que o dominio da
funcéo exponencial € D(f) =R, CD(f) =R ealIm(f) = Rj.

No item (k) apos a realizacdo das atividades propostas nesta Sessao
utilizando conversdes entre 0s registros numéricos e tabela e dos registros
algébrico e gréfico, espera-se que os alunos sejam capazes de conceituar uma

funcdo exponencial por meio do registro lingua natural.

4.3.3. Sessao lll — Explorar o conceito de Logaritmos — Anédlise a priori

Objetivo: Apresentar situacBes-problema que necessitam utilizar o
conceito de funcdo exponencial e logaritmica. Durante a secdo, ao propor as
atividades abaixo, pretendemos ressaltar a importancia do estudo dos logaritmos
para os alunos promovendo uma discussdo sobre o tema, utilizando a calculadora
cientifica. =~ Para a escolha das atividades adotamos o Caderno do Professor de
Matematica 2009 e procuramos subsidios a luz da Teoria dos Registros de
Representacdo e Semidtica conforme Duval, e dos Processos do Pensamento
Matemético Avancado (DREYFUS, 1991).
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1) A populacdo N de um determinado municipio cresce exponencialmente, desde a
sua fundamentag&do ha 20 anos, de acordo com a expressdo N = 3000.10%'¢, sendo t

em anos. Responda:

a) O Valor de N quando o municipio foi fundado;
b) O valor de N dez anos ap0s a fundacgao;

c) O valor de N nos dias atuais;

d) Depois de quanto tempo, ap6s a fundacao a populacdo atingir4 a marca de

3000000 habitantes, se o ritmo de crescimento continuar assim?

e) Depois de quanto tempo, ap6s a fundacao, o valor de N atingira 600 000?

f) Vocé conseguiu chegar na expressdo 10%* = 200?

g) Observe que 10°=100 e que 10° = 1000 entdo deve haver um nimero n entre 2 e
3 tal que 10" = 200, usando a calculadora cientifica tente encontrar um valor estimado

para n. (use 3 casas decimais)

h) Agora aperte a tecla log e depois o numero 200. Qual é a sua concluséo?

Figura 41 - Explorag&o do Conceito de Logaritmos — Sessao lll.

Fonte: Elaborada pela autora.

Os registros de partida contemplados na atividade sao: registro na lingua

natural, numeérico e algébrico.

Para os registros de chegada (lingua natural e algébrico) prevemos que os
alunos fagcam o tratamento no registro numérico e algébrico. O objetivo da
atividade proposta € de iniciar o estudo do logaritmo por meio de uma funcao

exponencial.

Os conhecimentos necessarios para que os alunos consigam desenvolver
os itens apresentados sdo: interpretacao da situacao-problema e reconhecer que
no item (f), a expresséo dada por N = 3000.10%% é uma fungdo exponencial, pois

a variavel dependente esta no expoente e desta forma o crescimento podera ser
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rapido. O aluno terd que mobilizar conhecimentos sobre potenciagdo em especial
a poténcia de base dez.

As possiveis dificuldades que os alunos poderdo encontrar sdo a partir do
item (e), pois é necessario que os mesmos facam uma conversao entre o registro
algébrico para o numérico que pode acarretar alguns erros durante o processo de

resolucao da equacao.

No item (f), acredita-se que havera o inicio do debate sobre a definicdo de
logaritmos, pois saber quantos anos a populacdo atingira 600000, devemos ter
600000 = 3000.10%, ou seja, 101t = 200. E necessario saber, qual o expoente
de base 10 que seria igual a 200. Nesta situacdo temos um tratamento no registro
algébrico (no registro de partida) para o registro numeérico no registro de chegada.

Acreditamos que o processo do Pensamento Matematico Avancado
envolvido neste item é o levantamento de hipotese para estabelecer a seguinte
conjectura: qual é o expoente da poténcia de 10 que seria igual a 200? Por meio
do processo do que Dreyfus chama de investigacdo os alunos poderdo fazer
tentativas utilizando a calculadora cientifica e por meio do processo por
descoberta poderdo conjeturar, que o niumero procurado esta entre 2 e 3 para se
ter 10™ = 200.

Caso este fato ndo aconteca, o proximo item servira como um caminho
para ajudar os alunos a encontrarem o expoente desejado. Somente apos a
descoberta do numero tal que 10™ = 200 em que n sera aproximadamente igual a
2,301, entdo teremos 10™ = 10231, Na expressdo10%'t =200 podemos

substituir 200 por 10%3°1, Deste modo a expresséo ficara: 10%'t = 1023°1 e

. ~ 2,301 ,
assim teremos 0,1t =2,301 e entdo, t= /€ o0 valor de t sera de

aproximadamente 23 anos.

E a partir desse momento sera feita uma discusséo sobre a utilidade da

tecla log da calculadora e a definicdo de logaritmo.

A questdo a seguir foi elaborada a partir do Caderno do Professor de
Matematica (SAO PAULO, 2009, p. 21). Constam no Caderno alguns nimeros
representados na forma de poténcia e sua respectiva representagdo na forma de

logaritmo. Criamos uma tabela e deixamos em branco alguns espacos para que
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os alunos utilizem o processo do Pensamento Matemético Avancado de
observacéo para possibilitar a generalizacdo de que o logaritmo € o expoente da
poténcia de base 10. Acreditamos que como estratégia de resolucdo, poderao
utilizar a calculadora cientifica para as poténcias com expoentes negativos e

fracionérios.

2) Observe os numeros dispostos e complete a tabela.

N Escrita em Poténcia | Escrita em Logaritmo
100 10° log 100 = 2

1000
10 log 10 =
10°

1
102

1072

Figura 42 - Situacdo de Aprendizagem Il e adaptada pela autora.
Fonte: Sdo Paulo, 2009, p. 21.

A questdo foi apresentada tendo como registro de partida o registro de
tabela, o que pode facilitar a observacado dos dados apresentados e é esperado
que os alunos relacionassem numeros dispostos nas trés colunas. O
conhecimento necessario para os alunos completarem a tabela de forma correta
sera o tratamento no registro numérico na forma decimal para o registro de
chegada a forma de poténcia de base dez; os processos do Pensamento
Matematico Avancado que poderdo estar envolvidos serdo: a mudanca de
representacdo, observacdo e a descoberta, e notar a relagdo entre os dados
apresentados com o0 conceito de logaritmo. As dificuldades que podem ser
encontradas estardo na transformacdo de uma poténcia com expoente fracionario

para a forma de um radical.



121

3) Apods ter feito as duas atividades acima, explique o que é logaritmo na

base 10 e quando ele existe.

Figura 43 - Explorag&o do Conceito de Logaritmos.
Fonte: Elaborada pela autora.

Na terceira questdo o objetivo € mobilizar os alunos a observar as
atividades anteriores com seus respectivos resultados e formalizar o conceito de
logaritmo na base dez, bem como a condicdo de existéncia. Podera haver
guestionamentos do por que da calculadora apresentar ERRO, e essa discussao
poderia ser til para formalizar a ndo existéncia de log de base negativa e
relacionar com as propriedades das poténcias. Neste momento é possivel haver

dificuldade de escrever no registro da lingua natural um conceito matematico.

4) A partir dos logaritmos de alguns nimeros podemos obter os logaritmos de outros,
efetuando célculos com poténcias. Dados os valores de logaritmos de 2 e 3,
podemos calcular os logaritmos dos numeros indicados. Se log2 = 0,30 (ou seja,

2 =10%3%%) e log3 = 10%*7( ou seja 3= 10°47) entdo calcule:

Faca log 6 = log (2.3) = log (10°%. 10°*") = log (10°*° + ®*") = log 10%"" = 0,77.

Analogamente calcule e confirme o resultado com sua calculadora cientifica:

a) log9 b) log4 c) log12 d) log 36 e) log 18

Figura 44 - Exploracdo das Propriedades dos Logaritmos.
Fonte: Sdo Paulo, 2008 p. 24, adaptada pela autora.

A questdo acima é apresentada com o registro de partida da lingua natural
e numérico, e é pedido que realizasse o tratamento para o registro numérico no
registro de chegada. O objetivo da questdo é que haja a leitura e interpretacao

dos dados para resolverem os itens (a), (b), (c), (d) e (e).
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5) Repetindo os procedimentos realizados nos itens acima, sendo A = 10* e B= 10° ,

entdo podemos escrever log A.B =

6) Determine o valor dos logaritmos abaixo:
a) A =log, 14—6 =

b) B =1log, 16 — log, 4 =

Observe os itens (a ) e (b) da questao anterior. Sendo A = B e c= a base do logaritmo

~ 1
entdo poderemos escrever que A = l:’)i—cz =
C

Figura 45 - Propriedades dos logaritmos.
Fonte: Elaborada pela autora.

Nas questdes (5) e (6) os alunos terdo que retomar a leitura da questéao 4
observando o procedimento adotado e fazer um tratamento do registro numérico
(registro de partida) para o algébrico (registro de chegada) e formalizar a
propriedade do produto entre dois logaritmos € igual a soma desses dois
logaritmos em uma mesma base. A segunda propriedade a ser generalizada é
que em uma mesma base, o logaritmo do quociente de dois niUmeros positivos é
igual a diferenca entre os logaritmos desses numeros. Os processos do
Pensamento Mateméatico Avancado envolvido nas questbes (5) e (6) sdo o0s
processos de observacdo, mudanca de representacdo (numérica para a
algébrica) para generalizar as propriedades dos logaritmos. E possivel que os
alunos facam uma relacdo com as propriedades das poténcias estudadas no

Ensino Fundamental.

As possiveis dificuldades que poderiam aparecer na interpretacdo do
enunciado e no tratamento do registro numérico para o registro algébrico para

fazer uma generalizacdo dessas propriedades.
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7) Dada a expressdo M = log, 73 escreva:

a) Um produto de logaritmos em fatores iguais.

b) Agora, transforme o produto encontrado na questédo anterior em soma de 3 parcelas.
Chamando de N a expressdo que vocé encontrou

¢) Podemos dizer que N = M?

d) Observe os itens (a), (b) e (c) entdo podemos escrever que se o log, M¥=

Figura 46 - Propriedade do logaritmo de uma Poténcia
Fonte: Dante, 2005, e adaptada pela autora.

Na sétima questdo os alunos poderédo relacionar e comparar (processos do
Pensamento Matematico Avancado) os resultados obtidos nos itens (a), (b), (c) e
(d), fazer um tratamento do registro algébrico para chegar por meio do processo
de observacédo, e generalizacdo, e concluir que a propriedade do logaritmo de
uma poténcia de base positiva é igual ao produto do expoente pelo logaritmo da
base de poténcia log, M= N.log, M, sendo que a <0 e a # 1, M sdo numeros
positivos e N para qualquer niumero real e estes logaritmos devem estar em uma
mesma base.

Acreditamos que nesta atividade os alunos irdo relacionar com as

propriedades das poténcias de mesma base estudadas no Ensino Fundamental.

8) Complete a tabela:

Equacéo na forma Equacédo na forma Célculo do Logaritmo
Exponencial Logaritmica
2* =8
5% =125
10* = 30 log,,30 = x oulog30 = x
2% =32
3* =243
10* =50
10* = 0,98
10* = 950
10* = 15000

I
w

RI([RIR[R[RIR[R]|R]®
Il

Figura 47 - Relagéo entre a equacéo exponencial e logaritmica.
Fonte: Lima, 2009 p.169.
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7

Na oitava questdo a atividade é apresentada por meio do registro de
tabela, relacionando a equacéo exponencial, usando a definicdo de logaritmo para
que os alunos observem que a equacdo na forma logaritmica é o processo
inverso da equacdo exponencial. Os conhecimentos necessarios para chegar a

sua resolucao seréo os conceitos de potenciacao e fatoragéo.

A atividade é proposta do registro de partida no registro de tabela para o
registro de chegada (registro numérico). Os processos do Pensamento
Matematico Avancado, envolvidos na atividade s&o: observacdo, mudanca de
representacdo (exponencial e logaritmica), generalizacdo e abstracédo. Talvez, a

partir desta atividade os alunos possam entender o conceito de logaritmo.

Acreditamos que os alunos nao apresentarao dificuldades ao resolver esta
questéao.

9) A populagdo de certa regido A cresce exponencialmente de acordo com a expresséo Np =
6000.10%t (t em anos). Em outra regido B, verifica-se que o crescimento da
populacdo ocorre de acordo com a formula Ng = 600.10%2t (t em anos). De acordo

com esses modelos de crescimento, responda as questdes a seguir:
a) Qual é a populacéo inicial de cada uma das regides?

b) Depois de gquantos anos, a partir do instante inicial, as duas regides terdo a mesma

populacdo?

c¢) Qual é a populacédo de cada uma das regidées 15 anos apoés o instante inicial?

3
Dado10z = 31,62.

Figura 48 - Situagc&o-problema envolvendo Logaritmos — Sesséo lll.
Fonte: Sdo Paulo, 2009, p. 24.

A questdo acima é apresentada no registro de partida (registro da lingua
natural e algébrico), para que os alunos facam o tratamento no registro numerico
no registro chegada. A interpretacdo da situacéo-problema no registro da lingua

natural envolvendo poténcias e logaritmos é o foco principal. Ser4 necessario

fazer uma andlise do crescimento das duas cidades A e B segundo os modelos
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apresentados algebricamente. Os conhecimentos necessérios sao: as
propriedades de potenciacdo, aplicacdo da propriedade do quociente de uma
poténcia de mesma base no item (b). A possivel dificuldade que pode ocorrer é na
manipulacéo dos dados apresentados, tais como multiplicar 6.000 por 10*° sem
resolver primeiro a poténcia. Os processos do Pensamento Matematico
Avancado, envolvidos sdo: mudancas de representagdo, interpretacdo e

abstracao.

4.3.4. Sessao IV — Funcgdes Inversas — Analise a priori

Objetivos: Explorar por meio do registro de partida utlizando a
representacdo no registro grafico os conceitos de simetria, e da fungéo inversa e

concluir que a funcéo logaritmica € a funcao inversa da funcao exponencial.

1) Observe os gréficos das funcdes definidas por f e g representadas no

sistema de eixo cartesiano ortogonal:

Figura 49 — Representacao no registro grafico das Funcbes Afim.
Fonte: Questado elaborada pela autora utilizando o software GeoGebra.
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a) Escreva as coordenadas dos alguns pontos da fungdo definida por f:

X y=fX)

Figura 50 - Tabela de Coordenadas da funcdo definida por f.

Fonte: Tabela elaborada pela autora.

b) Escreva as coordenadas de alguns pontos da funcéo definida por g:

x y=g(x)

Figura 51 - Tabela de Coordenadas da funcéo definida por g.
Fonte: Elaborada pela autora.
c) Observe e compare os valores das coordenadas dos pontos das funcbes

definidas por f e g respectivamente. Quais sdo as suas conclusdes?

d) A funcdo que esta pontilhada no grafico é definida por y = x. A partir desta

funcdo, quais séo as respectivas expressdes algébricas das funcdes f e g?

e) Se (a, b) pertence ao gréfico de f, entdo (b, a) pertence ao grafico f ! (notacéo
de funcdo inversa). Essa afirmacéo é valida para as funcdes f e g apresentadas

no grafico?

f) O que vocé entende por esta afirmagao: “A reta y = x € chamada de bissetriz
dos quadrantes impares, e os graficos das fungdes f e g sé@o simétricos em
relacdo ao eixo a reta y = x”. Podemos dizer que as duas fungbes f e g sdo

inversas?
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A primeira atividade é apresentada por meio do registro gréafico, registro da
lingua natural e registro algébrico. O objetivo da atividade € possibilitar aos alunos
a oportunidade de observar o comportamento da funcao afim, para depois ampliar
para a funcdo exponencial e logaritmica. Pretende-se também nesta questdo
explorar a funcéo inversa por meio do registro grafico. Os conhecimentos que
podem ser mobilizados por meio desta atividade sdo: representacédo de pontos
formado por pares ordenados no sistema cartesiano ortogonal e organiza-los por
meio de uma tabela. A dificuldade que poderia surgir € a conversao do registro
grafico para o algébrico para definir expressdes algébricas das funcgbes f(x) =
x+2 e g(x)=x—2, porque ndo sabemos se o estudo da translacdo foi

trabalhado em séries anteriores em uma abordagem funcional.

2) a) Construa o grafico da funcdo f definida por f(x) =log,x utilizando o
software GeoGebra e escreva na tabela abaixo algumas coordenadas de pontos

que pertencem a funcdo f na tabela abaixo:

X y=f(x)

Figura 52 - Tabela de coordenadas de ponto da fun¢éo definida por f.
Fonte: Elaborada pela autora.

e e
Arquivo Editar_ Exibir Opgdes Femamentas Janela Ajuda
A . [N s 4 \ an2 Mover )
L )/, |l @7 . J== < |l bjeto selecionado (Esc)
[
L
L
L
L
o
B o
-
2 /
3 /
l'
@ Entrada = ~/la | Comando

Figura 53 — Representacao da funcéo logaritmica no registro gréafico.
Fonte: Elaborada pela autora.
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b) Construa o grafico da funcdo g definida por g(x) = 2* utilizando o software

GeoGebra e escreva as coordenadas de alguns pontos que pertencem a funcéo g

na tabela abaixo:

£ GeoGebra

Arquivo Editar Exibir Opcoes Ferramentas Janela Ajuda

~ |Comando

a

'@ Entrada.

Figura 54 - Representacao da fungdo exponencial no registro grafico.

Fonte: Elaborada pela autora.

g(x)

y:

Figura 55 - Tabela de coordenadas de pontos da funcéo g.

Fonte: Elaborada pela autora.

c) Analise os gréaficos definidos pelas fungbes f e g construidos com o software

GeoGebra e as coordenadas dos pontos que vocé preencheu nas tabelas.

? Justifigue a sua resposta.

ao inversas

~

Podemos dizer que as duas fungbes s

d) Com o auxilio do software GeoGebra, construa outros graficos de funcbes

des sao

~

exponenciais e logaritmicas de mesma base e verifique se estas fung

inversas.
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O objetivo da questdo é que os alunos possam observar 0 comportamento
das duas funcbes e conjecturar que a funcdo logaritmica € a funcdo inversa da
funcdo exponencial. Esperamos que os alunos facam uma relagcdo com a primeira
questdo para confirmar essas conjecturas. Os processos do Pensamento
Matematico Avancado envolvido nesta questdo sdo: mudancga e alternancia de
representacdo, observacdo das coordenadas dos pontos que pertencem as
funcbes f e g e a generalizacdo. A atividade é apresentada apenas no registro

gréfico. Acreditamos que nao havera dificuldades nesta questéao.

4.4. Descricao e aplicacao da Sequéncia

A aplicacédo da sequéncia foi realizada durante o0 més de maio de 2010, em
uma escola publica da rede estadual de S&o Paulo no municipio de
Itaquaquecetuba.

Pedimos a autorizagdo da equipe gestora da escola (direcdo e
coordenacao) para a realizacdo desta pesquisa, que o fizeram prontamente. E
ressaltaram que haveria disponibilidade de qualquer material didatico que
precisassemos.

Convidamos os alunos do 3° Ano do Ensino Médio para participar da
pesquisa fora do horéario de aula. O Unico critério que utilizamos para a escolha é
gue os participantes teriam que ter o horario da tarde disponivel para a realiza¢céo
das atividades.

Ressaltamos que os alunos participantes da pesquisa sé&o alunos da
professora-pesquisadora no periodo noturno.

Participaram 6 alunos do 3° Ano do Ensino Médio durante 8 encontros com
a duracdo de aproximadamente 2 horas para a realizacdo das 4 sessbes. Os
alunos se organizaram em dupla e serdo chamados: D1, D2 e D3.

Os alunos que se voluntariaram para participar da pesquisa foram alunos
de salas diferentes, pois na escola temos 4 turmas de 3° Ano do Ensino Médio em
cada turma temos em média de 47 alunos frequentes. Nao sabiamos se esses
alunos eram bons alunos no que se refere ao conhecimento matematico e
desconheciamos suas dificuldades em Matemaética.

As sessdes foram realizadas em um laboratério denominado pela

Secretaria da Educacédo como projeto “Acessa Escola” que funciona como uma
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espécie de lan house e possui 27 computadores para os alunos que nao tém
acesso a internet em suas residéncias. Nesta sala sdo disponibilizados alunos
estagiarios para a manutencéo do uso controlado dos computadores.

Relatamos aos alunos que as atividades que seriam desenvolvidas eram
parte da nossa pesquisa de mestrado e nosso objetivo era analisar o processo de
aprendizagem deles.

Orientamos os participantes para fazer a leitura das atividades com muita
atencdo e calma sem se preocupar com 0s possiveis erros e acertos. Os alunos
somente poderiam fazer perguntas a professora depois de varias leituras e
discussbes entre a dupla. Ressaltamos que as atividades ndo fariam parte das
avaliacdes do bimestre, porém deixamos claro que era uma oportunidade a mais
de aprendizagem para eles.

Salientamos que as atividades seriam entregues as duplas e pedimos para
que em todas as sessOes permanecessem sempre com a mesma dupla.

Ressaltamos a importancia da frequéncia durante os encontros para nao
prejudicar o andamento das atividades.

Propusemos aos participantes da pesquisa para organizarem-se em duplas
para proporcionar discussdes sobre as atividades.

Disponibilizamos as atividades impressas, folhas em branco para
rascunhos, uma calculadora para cada dupla, e solicitamos para que evitassem o
uso da borracha e lapis, pois queriamos analisar o processo de resolucao das
atividades e ndo somente o resultado. Também solicitamos a autorizacdo dos
responsaveis legais dos alunos para participar da pesquisa e para gravar em
audio os dialogos das duplas durante as sess@es. Nenhum participante fez
objecdo do uso das gravacoes.

Os alunos ja utilizavam a calculadora cientifica durante as aulas de
Matematica, mas até o0 momento da aplicacéo, sé conheciam as funcfes basicas
de uma calculadora comum.

Para familiarizacdo do software, na segunda Sessao mostramos algumas
funcdes na tela do GeoGebra e deixamos cerca de 15 minutos para os alunos
explorarem o software.

Tivemos problemas durante a aplicacdo das atividades, pois néo
poderiamos instalar nas maquinas o software GeoGebra porque os computadores

reiniciavam a cada meia hora, o que dificultou o nosso trabalho, pois tinhamos
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que instalar o software GeoGebra a cada meia hora. Mandamos oficio para o
setor responsavel para a instalacdo do software GeoGebra, mas como até o
momento da aplicacdo ndo obtivemos resposta, entdo usamos CD (Compact
Disk) para a instalacéo do software a cada meia hora.

Em uma sala de aula regularmente os alunos ao disponibilizarmos
atividades impressas, fazem perguntas como “o que é para fazer?”, sem ao
menos ler o enunciado das questfes. Durante as sessdes observamos que este
fato ndo aconteceu. Somente apds muitas discussbes e tentativas é que 0s
alunos pediram a ajuda da professora. Quando era solicitada a nossa ajuda,

bY

procuramos fazer outras questdes sem induzir a resposta, pois para nos o
processo de investigacdo e descoberta € importante para a consolidacdo da
aprendizagem. Percebemos a responsabilidade dos alunos para resolver as
questdes e durante os encontros, nenhum aluno ausentou-se.

A seguir, faremos a analise a posteriori dos resultados das atividades

desenvolvida pelos alunos.

4.5. Analise a posteriori

Apresentaremos a seguir as analises dos resultados das duplas D1, D2, D3
para cada uma das atividades propostas. Os recursos que utilizamos para ajudar-
nos a realizar esses resultados foram: protocolos e rascunhos dos alunos e a
transcricdo das gravacfes em Aaudio realizadas durante a aplicacdo. Faremos
algumas transcri¢cdes dos didlogos entre as duplas que julgamos ser importantes.

As andlises seréo feitas a luz da Teoria dos Registros de Representacédo e
Semiodtica (DUVAL, 2009) e verificar quais processos do Pensamento Matematico
Avancado estiveram presentes nos dialogos e protocolos das duplas. As analises
dos resultados a posteriori serdo confrontadas com a analise a priori segundo a

metodologia da Engenharia Didatica.
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4.5.1. Anédlise a posteriori da Sesséo |
4.5.1.1. Anélise dos Protocolos da dupla D1
Observamos durante a aplicacdo da sequéncia que a dupla D1 utilizou

como estratégia de resolucdo uma relagdo com o conteddo de Sequéncia

Numérica estudada no 1° ano do Ensino Médio.

Observe a produgdo P em toneladas e complete o restante da tabela. Justifique
sua resposta.

a) Podemos escrever os valores da Produgdo P (em toneladas) na forma de poténcia,
desta forma complete a coluna relacionando esses valores com a poténcia
correspondente. Justifique sua resposta
1A™S J\'A‘.Q‘Ml\m A O Conelunad oh®ruond® © (M'FOV\LLU\"'\‘:I:}%_} da, /.lqw:‘rch
onde, U baxe a)’.'n\‘?‘\p “nwwv\,u.a,/ ™oy Ay uu_f,g'\, de zm?()c?-‘l, (w:m,,t,,
- e N P
Ao W& oW oy ?heo\m?&'e R VUV /Fw*im(\’cw
Cunevdma, Loty avtna, baxe e R L«LM Sowads o cpdo one .

Figura 56 - Protocolo da dupla D1 - Sesséo .

Transcricdo do dialogo entre a dupla D1:

Aluno R: Relacionando os valores na forma de Poténcia?

Aluna F: Ah, tem que fazer uma relacdo da coluna 2 e transformar em Poténcia,
mas como vamos justificar como chegamos na resposta? E como vamos escrever

como percebemos que o que mudava era o0 expoente e nao a base?

Aluno R: Mas cuidado com o que vocé vai escrever. Se colocarmos que 0S
valores foram triplicando, vai dar a entender que sempre foi multiplicando por 3 e

nao foi isso, a quantidade 3 permanecia e o que foi mudando foi o expoente.

Observamos no dialogo da dupla D1, o processo do Pensamento
Matematico Avancado descrito por Dreyfus, de mudanca de representacédo, ao
transformarem a coluna 2 Produgcdo em toneladas pela poténcia correspondente
na coluna 1. Apoés fazer diversas multiplicagdes pelo fator trés perceberam que a
variacéo estava relacionada com o expoente e ndo com a base na qual podemos
perceber o processo de generalizacdo. A mudanca de representacdo favoreceu
este processo do Pensamento Matematico Avancado porque partiram de um caso

particular e chegaram a um caso geral.
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Figura 57 - Protocolo da dupla D1 - Rascunho — Sesséo |.

N&o previmos em nossa analise a priori que alguma dupla utilizasse como
estratégia para resolucdo da atividade os conteudos de Sequéncia Numérica e
Progressdo Geométrica que eles estudaram no 1° ano do Ensino Médio para

solucionar a situacao-problema.

A dupla D1 justificou no item (b) que “apds chegar ao valor da poténcia foi
possivel ver que o ano tinha uma relacdo com a poténcia. Por exemplo, no ano de
2000 a poténcia era 0, o que prova que ha uma relagao entre ambos”. Nao ficou
claro se nessa justificativa ficou explicito que esta relagdo estava entre o ultimo
algarismo do ano e o expoente da poténcia, como previmos em nossa analise a
priori. Observamos que houve dificuldade da dupla em se expressar no registro
da lingua natural, pois ao ouvirmos as gravacdes feitas em audio percebemos que

a dupla, ao discutir entre si, conseguiu estabelecer esta relacao.
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toneladas) apos 4.5 anos neste pais ?

. ) 3“'5 = 10.0 'QJO]'

Figura 58 - Protocolo da dupla D1 - Sesséo .

Ao verificar os registros no protocolo da dupla D1 e confrontarmos os
resultados com nossa andlise a priori, percebemos que a dupla interpretou a
situacao-problema, observou os dados da tabela e fez relagéo entre a grandeza
tempo com a Producao P (em toneladas), como justificou no item (b) (Figura 58).

A atividade 1 foi apresentada no registro de partida por meio do registro em
lingua natural, registro numérico e registro em tabela. Percebemos no item (c) que
a dupla D1 fez a conversdo para o registro de chegada usando o registro
algébrico, além de estabelecer a relacdo de interdependéncia entre as grandezas
Tempo e Producéo, ressaltamos que o processo de generalizacao e abstracdo do
Pensamento Matematico Avancado esta presente na justificativa feita pela dupla
D1.

Observamos dificuldades nos itens (d) e (e), pois a dupla ndo entendeu o
enunciado, e pedimos para que fizesse a leitura novamente da situacdo-

problema. A questdo suscitou algumas discussdes que apresentaremos a seguir:
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Aluno R: Néo entendi o que significa o namero 0,5 no contexto do problema.
Aluna F: Equivale a metade de um ano.
Aluno R: ¥ periodo ou %2 ano?

Aluna F: Entdo... O valor de 30,5 significa que vai reduzir a metade da produgéo
em que se teria em 31, ou seja, o resultado dividiriamos por 2.

N&o houve entre o didlogo das duplas a relacdo com a propriedade do
produto de uma poténcia de mesma base como previamos em nossa analise a
priori.

Houve a coordenacdo entre as diferentes formas de representar o nimero
irracional 3%°, 321\/§ O processo do Pensamento Matematico Avancado envolvido
neste item foi a mudanca de representacdo de um mesmo conceito. Segundo
Duval (2009), essas diferentes representacdes no registro numérico de forma
articulada podem ajudar na compreensao da aprendizagem de um conceito. A
dupla concluiu que independente das representacoes, os resultados s&o iguais, e
comentou que nunca haviam parado para pensar sobre as diferentes formas que
um numero pode ter. Esse comentario nos levou a crer que a dupla pode ter
abstraido o conceito de niumero irracional. Nossa intervencdo neste momento foi
de dar um auxilio no uso da calculadora cientifica. No item (g) ndo houve
davidas, no registro de partida foi apresentado no registro da lingua natural, a
dupla converteu para o registro algébrico e numérico no registro de chegada e
utilizou a calculadora cientifica para encontrar o resultado.

No préximo item conforme nossa analise a priori a dupla, o registro de
partida foi apresentado no registro de tabela e fizeram a conversao para o registro
gréfico. O fato da dupla D1 ter mudado a escala do grafico no eixo das ordenadas
fez com que a aparéncia do grafico ndo ficasse na forma usual, ou seja,
representado por uma curva. Questionamos a dupla D1 sobre quais tipos de
funcdes eles conheciam, e foram enfaticos em dizer “apenas as fun¢des que sao

representadas por retas e parabolas, aquela que parece um U” ( dupla D1)
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Figura 59- Protocolo da dupla D1 — Sesséo |.

Percebemos uma relacao entre as dificuldades encontradas por essa turma
e as nossas leituras durante a revisao da literatura acerca da énfase do trabalho
com funcbes afim e quadratica, conforme Ardenghi (2008), Bianchini e Puga
(2006) constatou em seu trabalho de pesquisa.

De modo geral, acreditamos que 0 nosso objetivo foi parcialmente atingido
durante a realizacdo desta atividade com esta dupla, pois ndo houve mencéo pela
dupla D1 sobre a relacdo das propriedades das poténcias com a atividade
proposta por noés. Acreditamos na importancia de os alunos compreenderem o
conceito de variavel por uma abordagem funcional e compreender o conceito de
funcdo. Entéo ficou claro para nés que a dupla conseguiu perceber que a variagdo
estava no expoente da poténcia, fato importante para a compreensao do conceito

de Funcéo Exponencial, que seré objeto de estudo na nossa proxima Sesséo.
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4.5.1.2. Andlise dos Protocolos da dupla D2

Ao ouvir as discussfes gravadas em audio pela dupla D2 percebemos
- P . e~ 243
gue a mesma utilizou como estratégia inicial o algoritmo da divisdo e fez = =

81 27 9 3 . . ,
S T3 3757 1, contou a quantidade de vezes que repetiu o numero 3 e

deduziu que deveria ser 3°.

Relataremos parte do didlogo feito pela dupla D2:

Aluna F: Tem que elevar o 3 a um valor que da 3.

Aluna H: Sé pode ser 3! = 3.

Aluna H: Tenta 5x5; 8x8 (na calculadora).

Aluna F: Nao pode ser! Os resultados passaram longe...

Aluna H: Ja sei! A base é 3, o nimero que elevado a 3 serdigual a 1 é 3.
Aluna F: Que numero que coloca no expoente e o resultado sera 1?
Aluna H: Ai ndo sei, vamos preencher a tabela para ver.

Percebemos que a dupla D2 somente visualizou a variagdo do expoente,
apos o preenchimento da tabela. Como previmos em nossa analise a priori essa
dupla D2 teve dificuldade em transformar o nimero 1 em base 3, observamos que
inicialmente escreveram 13 e depois riscaram e escreveram 3°. A dupla D2 fez
um comentéario da relacdo do ultimo algarismo do ano terminar em 0, entdo o

anico numero no expoente é zero disse a aluna H.

“

A aluna F disse: “..aff que burrice, toda professora de matematica sempre
diz: ‘Todo numero elevado a zero é sempre 1’ e nos matando para responder uma

conta tao facil”.

A aluna H disse: - Entdo a poténcia correspondente sera 3°, 3%, 32, 33,

3435 ....315 g etc.

A aluna F chamou a professora e disse: - Professora eu ndo entendi o item

().
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A Professora respondeu: - Observem os resultados que vocés fizeram o

que esta mudando?

A aluna F respondeu: - O expoente! Ah, professora entdo o valor do

expoente equivale aos anos na primeira coluna.

Plano de Desenvolvimento Economico

Em razoes da criagio de um Plano de Desenvolvimento Econdmico por meio de
incentivos na reducio de recolhimento de impostos. a producdo de determinado um
determinado alimento em um pais da América do Sul. foi igual a | tonelada no final
do ano 2000 e, apds o plano de crescimento incentivado pelo setor. a produgdo
passou a triplicar anualmente a partir dai. Conforme ilustra a tabela a seguir:

Ano Produgio P Poténcia

(t) (em toneladas) Correspondente
2000 | 2
2001 3 3}
2002 2 ¢ A
2003 27 27
2004 21 3!
2005 243 35
2006 129 g
2007 Q12 3
2008 C._ 561 38
2009 \G 683 =D
2015 14 348 907 ?B{
2000 + ... 38

Tabela 1 Situagdo de Aprendizagem 1 regirada do Caderno do Professor de Matematica e adaptada pela

autora. Fonte: Sdo Paulo, 2009, p.12

sua resposta.

—~

k-c' )
PSS C\O.Q :

correspondente. Justifique sua resposta

Observe a produgdo P em toneladas e complete o restante da tabela. Justifique

a) Podemos escrever os valores da Produgdo P (em toneladas) na forma de poténcia.

desta forma complete a coluna relacionando esses valores com a poténcia

’Q&\Q\M& O UNOWNOU .\O@iiﬁm,xc\ £ 3 svede ol mawy
WMo, e, CMS L S siepeenG op(}\—hf'\ do uhe
oS L LA 19 LW;Y\I& PIAGIIS— \si Q QA oS o

Figura 60 - Protocolo da dupla D2 — Sesséo |.

Por meio dos dialogos entre a dupla D2 e seus protocolos percebemos a

dificuldade em fazer a conversdo do registro de partida no registro da lingua

natural para o registro numérico e algébrico no registro de chegada. Observamos

que a dupla fez a leitura dos itens por varias vezes, e utilizaram a calculadora

como um meio de verificar suas conjecturas. Os processos do Pensamento

Matematico Avancado envolvido nas estratégias de resolu¢des foram: testar
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hipoteses, elaborar conjecturas, mudancas de representacdo e visualizacéo, pois
somente apos a terceira coluna estar toda completa, a dupla visualizou a variagéo
do expoente e a relacédo entre o ultimo algarismo do ano com o expoente. Dreyfus
argumenta que a visualizagcdo possui um papel fundamental para facilitar a
compreensao de um conceito matematico por meio de processos mentais. Nao
sabemos se a dupla D2 entendeu a relagéo entre a variacdo das duas grandezas,
mas observamos que somente apds a visualizacdo, a dupla D2 obteve éxito no

preenchimento completo da tabela.

No item (b) percebemos uma contradicho com suas discussdes, pois
justificaram que n&o houve relagcdo com os outros valores apresentados na tabela.
Acreditamos que este fato consiste na dificuldade de interpretar o enunciado e
representar por meio do registro da lingua natural o que foi discutido durante os
didlogos. Uma das alunas disse: “Professora, como é dificil colocar no papel o

gue entendemos, em especial a matematica”.

Acreditamos que esse fato ocorre, pois em nossas aulas, sempre
priorizamos o0s tratamentos algébricos e numéricos e ndo enfatizamos a
conversao do registro algébrico (no registro de partida) para o registro da lingua
natural (no registro de chegada) e também nao temos o habito de possibilitar aos

alunos momentos de discussodes sobre a Matematica durante as aulas.

No item (c) a dupla D2 fez a conversédo para o registro algébrico no registro
de chegada, e os processos do Pensamento Matematico Avancado envolvido
foram a generalizacdo e a abstracéo.
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b) Observe a regularidade dos expoentes da poténcia, existe alguma relagdo com outros

valores apresentados nas outras colunas? Justifique sua resposta.

MO PG BY TIMAN YO “Inndord Omuedvnarly

¢) Observe os dados inseridos na tabela e estabeleca uma expressdo algébrica que
relacione a producdo de alimentos (em toneladas) em fun¢do do tempo (ano).
Justifique sua resposta.

X
D7 am OUoghnuCor DO ENOAS OMS & PUsdLIcOD
S

d) Os valores apresentados na tabela pertencem ao conjunto dos niimeros naturais,
entretanto podemos estender para o conjunto dos nimeros reais. No contexto da
situagdo problema apresentada acima, o que significa calcular P= 3" *?

O (y\gbp&m AN pohev 13 e e Tivwloda
Pt et HBL 0T 9 ruie Ao OMS W g eI
e 1.3 32 mediipdors:
e) No mesmo contexto do item (d) 0 que significa 3095305 4
& =y » <
:n%m‘{_wo Qs 3T - Tuee gD Separene, e
Sl Guisou NOAY X QL st et S ome

Wi

05+05 Al
b}

f) Com a ajuda de uma calculadora cientifica. calcule 3"". Qual valor vocé encontrou?

L
Agora faga 0 mesmo com V3 e com 32 observe e compare os resultados e o que
vocé pode concluir?

Qmp S vl B o= ST %ﬁ'“f‘muﬂ(l)
\ﬁhspmmﬁ Jrowy g\%Q&@W\ AL Movrre ol loduo

g) Usando a calculadora cientifica qual sera o valor da produgido de alimentos P (em
toneladas) apds 4.5 anos neste pais ?

Nover da 0. 206 Tonsodon.

Figura 61 - Protocolo da dupla D2 - Sesséo I.

Os demais itens da atividade foram respondidos sem maiores dificuldades.
Observamos que a dupla D2 percebeu o significado de elevar um namero decimal
no expoente, e perceberam que no contexto da situacao-problema, a soma dos
expoentes estava relacionada com a quantidade produzida durante o ano todo.
No item (f) podemos observar que o processo do Pensamento Matematico
Avancado envolvido foi a alternancia entre as representacdes do numero
irracional. A dupla D2 concluiu que a forma da escrita ndo ira alterar o resultado,
mas diferente da dupla D1, ndo fez reflexdo dessas mudancas de representacao
para outros niumeros e nédo relacionou com as propriedades das poténcias como

previamos em nossa analise a priori.
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Figura 62 - Protocolo da dupla D2 — Sesséo I.

Pelo esboco do grafico da funcéo feito pela dupla D2, observamos que

tiveram o cuidado com a escala, o que dificultou o tracado de uma reta, mas

inicialmente a funcédo teria que interceptar o eixo y, quando y = 1; acreditamos

de acordo com

ao percebeu que primeira coordenada do ponto

que a dupla D2 n

a situacao-problema seria (2000, 0) e ndo (2000,1). E essa confuséo deve ter sido

feita pelo fato da dupla nado ter representado todos os valores na forma de

poténcia, o que facilitaria a visualizacdo da curva. Para um primeiro contato com

esse tipo de funcdo, acreditamos que houve a conversdo do registro algébrico

para o registro grafico, mas temos consciéncia da necessidade de trabalharmos

com mais fungcdes com comportamento grafico semelhante para perceber se a

do objeto matematico.

ao

facilitou a compreens

~

conversao

A dupla D2 teve dificuldade no inicio da atividade, mas percebemos que

oes

as demais quest

depois de concluido que a variacdo estava no expoente

foram respondidas satisfatoriamente.
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4.5.1.3. Andlise dos Protocolos da dupla D3

Observamos por meio do protocolo da dupla D3, que houve menos
registros de suas estratégias de resolu¢des. Nao havia discussdes entre a dupla,
0 que impossibilitou uma transcricdo do dialogo. Ao longo da atividade, foi a dupla
gque menos fez questionamentos, e tivemos que ensinar o uso da calculadora

cientifica, pois nunca haviam manuseado esse tipo de tecnologia.

Plano de Desenvolvimento Economico
Em razoes da criagdo de um Plano de Desenvolvimento Econdémico por meio de
incentivos na redugiio de recolhimento de impostos. a produgdo de determinado um
determinado alimento em um pais da América do Sul, foi igual a | tonelada no final
do ano 2000 e, apos o plano de crescimento incentivado pelo setor, a produgao
passou {triplicaf)nualmentc a partir dai. Conforme ilustra a tabela a seguir:
Ano Produgio P Poténcia
(t) (em toneladas) Correspondente
zw',. > ;. 1 30 3
2001 3 31
.12002 g g9 3%
2003 27 g%
2004 3 A
2005 43 35
2006 X 329 26
2007 J.13% &t
2008 G6-5¢8 T ik
2009 19-69% 32
2015 © 14 348 907 1
2000 .. o 37
Tabela 1 Situagdo de Aprendizagem 1 retirada do Caderno do Prof de ica e adaptada pela
autora. Fonte: Sdo Paulo, 2009, p.12

Observe a produgdo P em toneladas e complete o restante da tabela. Justifique
ua resposta.

) Podemos escrever os valores da Produgdo P (em toneladas) na forma de poténcia,
desta forma complete a coluna relacionando esses valores com a poténcia

correspondente. Justifique sua resposta
b CRAPrncs 3 €55 owSSC VSt & R
@2 A8 0m vesuitado Ohriae B

Figura 63 - Protocolo da dupla D3 - Sesséo I.

N&o conseguimos observar as estratégias para realizar a atividade, pois a
dupla completou a tabela de modo sucinto sem deixar registros das estratégias de
resolucdo. Questionamos a dupla D3 para sabermos como completou a tabela, e

a dupla respondeu que como estava escrito no enunciado a palavra

“TRIPLICAVA”, tentaram multiplicar os valores por 3.
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Tal fato foi previsto por n0s em nossas analises a posteriori, porém a dupla
deduziu que este ndo foi o caminho, e observou que na terceira coluna estava
escrito “transforme em poténcia correspondente”; entdo a dupla procurou outra
estratégia de resolucdo e usou a calculadora para testar os valores elevando
nameros aleatdrios no expoente e rapidamente concluiu que o numero do
expoente estava relacionado com o ultimo algarismo do ano na primeira coluna.

Os processos do Pensamento Matematico Avancado envolvido, segundo o
relato da dupla D3, foram: intuir, conjecturar, testar hipoteses, mudancas de
representacdes e generalizacdo. Observamos que a dupla relacionou a palavra
“triplicar” com multiplicar por 3, conjecturou que o caminho para a resolugéo da
situacdo-problema era somente fazer as devidas multiplicacbes, no entanto ao
testar suas hipoteses, verificou que suas conjecturas eram falsas. Pelos registros
da dupla D3 podemos afirmar que houve uma conversao no registro de saida da
lingua natural para o registro numérico no registro de chegada. E no item (c) a
dupla D3 efetuou a conversdo de tabela (registro de partida) para o registro
algébrico (registro de chegada).

No item (d), a dupla D3 fez a relagdo da representacdo no registro
numeérico e fez a conversdo para o registro da lingua natural, pois no contexto da
situacdo-problema, concluiu que 3°°, o expoente estava se referindo & metade do

ano.



b) Observe a regularidade dos expoentes da poténcia. existe alguma relagdo com outros
valores apresentados nas outras colunas? Justifique sua resposta.
Oim POFNE USAmOD ou\Wime dapcismede v P g9aC<3
PN Para dac 0¥ESUWAAD Cene .

¢) Observe os dados inseridos na tabela e estabelega uma expressdo algébrica que
relacione a produgdo de alimentos (em toneladas) em funcdo do tempo (ann)

Ed
ol%uwxs oo l
d) Os valores apresentados na lahela pertencem ao conjunto dos nimeros naturais.
entretanto podemos estender para o conjunto dos ndmeros reais. No contexto da

<.|luaq:a0 pmhlema apresentada acima. o que significa calcular P= 3""?

05+03 ~l

A5 A05 _
=9 iy

e) No mesmo contexto do item (d) o que significa 3. 3

Agora faga 0 mesmo com y3 e com 32 observe e compare os resultados € o que
vocé pode concluir? Yoy aondlirE® o unOu

¢) Usando a calculadora cientifica qual serd o valor da produgdo de alimentos P (em

toneladas) apés 4.5 anos neste pais 2 (L M sliisadi Ie
180, 236 L84, O(cawc G q\,wot»e Bnnih LIS

Justifique sua resposta. cwo_ no WM
o oullinme alaan ‘L e,
WO O ' _‘ "3"11""‘ "CL‘L"b"‘,\"e

f) Com a ajuda de uma calculadora cientifica, calcule 3. Qual valor vocé encontrou? J
Y (

O—({Lﬂ \JO;QM‘-d-Q.Q. s
w/»m mwwﬁkm

Figura 64 - Protocolo da dupla D3 - Sesséo |.
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Acreditamos que no item (f) a dupla D3 ndo compreendeu as diferentes

formas de representar o namero irracional; este fato ndo foi previsto em nossa

andlise a priori. No item (g) utilizaram de forma inadequada a calculadora, pois

fizeram tratamento no registro numérico, mas ndo sabemos qual estratégia foi

utilizada para chegar ao resultado registrado no protocolo. (Figura 64).
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Figura 65 - Protocolo da dupla D3 - Sesséo I.

Pelo o esboco do grafico apresentado pela dupla D3, observamos que foi
feita a conversédo do registro de tabela (no registro de partida) para o registro
grafico (registro de chegada).

4.5.1.4. Sintese dos resultados da andlise a posteriori da Sesséo |

O objetivo da Sesséo 1 foi propor uma situacado-problema para explorar os
conceitos fundamentais das poténcias e suas propriedades, relacionar as
diferentes formas de representacdo na forma de poténcia, utilizando expoentes
com numeros reais.

Esperavamos que os alunos ao fazerem a situac&o-problema em conjunto
com os dados organizados no registro de tabela, estabelecessem uma relagcéo de
interdependéncia entre a grandeza tempo com a producdo da empresa e assim
expressasse no registro algébrico uma funcdo P definida por P(t) = 3t.

A seguir apresentamos o quadro sintese de nossa analise a posteriori da

Sessao I:
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Sessao |

D1 D2 D3
0 Mudanca de base, | Trabalho em dupla
L interpretar o favorecendo discussoes,
g enunciado, usar a calculadora
S | Expressar-se no |expressar-se no cientifica, conceituar
2 | registro da lingua | registro da lingua | nimero irracional e
@ | patural. natural. racional nos expoentes.

Uso da calculadora para

Estratégias de | Dificuldades

ke testar os resultados,

o multiplicou por 3, e depois

S | Relagdo da ideia de algum tempo percebeu

@ | de sequéncia gue a solucédo estava

X | para observar Algoritmo da relacionada com a

padrdes. divisdo. poténcia na base 3.
Compreenséo da

2 variavel no Relacdo da divisdo

o expoente, relacdo | com a

g 2 de transformacéo de

%'0 interdependéncia |um numero em

N.@ & |entre as outra base.

g ~ . ~
= g'a grandezas, Relacéo da Compreenséo da relacéo
g + 2 | conceito de variavel no entre as grandezas e a
< @ 3 | nimero irracional. | expoente. variagdo no expoente.

ke & | Lingua natural Lingua natural para | Lingua natural para o
» + | para o registro 0 registro numeérico, e algébrico
=
Q ‘5 | algébrico, registro | algébrico; registro | posteriormente.
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Figura 66 - Sintese dos Resultados da analise a posteriori da Sesséo |.

Observamos que as duplas inicialmente apresentaram dificuldades em
interpretar a situacao-problema e principalmente no que se refere a mudanca de
representacdo na forma de poténcia. Pedimos as duplas que retomassem a
leitura e observassem os dados apresentados na situagcdo-problema e

discutissem quais as possiveis estratégias de resolucoes.
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Ressaltamos a importancia das trés duplas estabelecerem uma expresséo
algébrica que representasse a situacao-problema, observarem que a variacdo
entre as grandezas ocorria no expoente, e que a producdo dependia do tempo,
nocao fundamental para a continuidade de nosso estudo.

Acreditamos que ao final desta Sesséo atingimos 0 nosso objetivo inicial,
pois todas as duplas realizaram a atividade de modo satisfatorio e realizaram

discussfes pertinentes ao que estava sendo proposto.

4.5.2. Andlise a posteriori da Sesséo Il

Objetivo: Explorar as caracteristicas da funcdo exponencial, suas
condicbes de existéncia® representadas por meio de tabelas e possibilitar

mudancas de representacdes o software GeoGebra.

Na questdo abaixo temos por objetivo que os alunos utilizem os valores
apresentados na primeira coluna para x e efetuem o calculo da potenciacéo e

relacionem as propriedades da potenciagdo com expoente negativo e expoente

fracionario.
X 2% 3% (1)" (1)"
2 3
L
1\ 1
2 ()=
3
0_—
0 2°=1
a_I_1I
. 2 BEE
1
3 =4/32173
(z)i 1_
E 3 3
2 L7
43

Figura 67 - Situacdo de Aprendizagem 1 adaptada pela autora.
Fonte: Sdo Paulo, 2009, p. 14.

¥ Estamos nos referindo ao dominio da func@o exponencial, entretanto, utilizamos o termo
“condicao de existéncia”, pois € comum encontrarmos em livros didaticos do Ensino Médio.
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De modo geral as trés duplas obtiveram as mesmas dificuldades no
preenchimento da tabela acima, pois de nenhuma forma mencionamos as
propriedades de poténcias como caminho para a resolucdo. O fato de que havia
alguns valores para serem completados, possibilitou o processo de observar,
estabelecer conjecturas e levantar hipoteses para fazer a relacdo das
propriedades das poténcias com expoentes negativos, poténcia de numeros
fracionarios e radicais estudadas no Ensino Fundamental. Acreditamos que 0 uso

da calculadora facilitou o desenvolvimento da atividade.

5 oS = Jd Lzf ';}
< y 3|
)y Loy ok BT t?c,*rm:a:«; (j) 0,5 2\
H 4y 0z
&) 3 »
J
i ¢ G1ds
j 2 3 )
k: o7
[ ,L — 5
( e/ [ ) N / |
\ | _ |y | \
\C‘{ = \lQ’ ‘l' / x ,_/_ \
e —r ,/ \‘ /‘) I\. \‘
I s [+
j = s
L | Sl s
] X ~ | = 6
5 - \J' 3 = e
STUTES
\11 = \4

Figura 68 - Rascunho feito pela dupla D3 — Sesséao Il.

Podemos observar o que Dreyfus chama de processo de mudanca de

representacao, investigacdo ao analisar o rascunho da dupla D3 (Figura 68). A

1
dupla D3 utilizou a calculadora cientifica e verificaram que 2z = 29° =+/2
possuem diferentes representacdes, mas possuem o mesmo valor. A dupla D3

utilizou a calculadora para testar outros valores como consta no protocolo acima.

Nosso objetivo foi possibilitar uma relacdo entre a tabela 1 proposta na
atividade e a representacdo do grafico das funcdes na atividade 2, para que 0s

alunos pudessem observar alguns valores e concluir que a funcdo g definida por
X
glx) = G) € uma funcdo decrescente enquanto que a funcédo f definida por

f(x) = 2* é uma funcéo crescente.
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<

Figura 69 — Representacdo da funcdo exponencial no registro grafico.

Observamos que as trés duplas tiveram dificuldades em interpretar o item
(c) conforme a Figura a seguir, pois identificaram a representacédo do grafico da
funcdo apenas como um desenho, e ndo como uma relacdo de dependéncia entre

as grandezas x e y.

¢) Observando as curvas das fungdes f e g, qual € a caracteristica da curva quandc

base a ¢ maior que zero?

— |
“Poriew o galner V

¢) Observando as curvas das fungdes f'e g, qual é a caractgristica da curva quan

- . ¢ R A
base a € maior que zero? C, MWD‘)}MJ £2 i

verrilor S o lic

:) Observando as curvas das fungdes f'e g, qual € a caracteristica da curva qu:
base a € maior que zero?

et e U

Figura 70 - Recorte do protocolo das duplas D1, D2 e D3.

Apoés essa atividade, a partir do item (d), as duplas utilizaram o software
GeoGebra para responder os demais itens. Percebemos conforme as duplas
foram utilizando o software, demonstraram um maior entusiasmo, pela rapidez

que o GeoGebra facilita ao esbocgar o gréafico das funcgdes.

Registramos um dialogo entre a dupla D2 e a professora, enquanto esta

dupla demonstrou ter dividas no item (d).
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Didlogo entre a dupla D2 e a professora:
D2: “Professoraoque é 0 <a<1?”
Profa: “Quem ¢é a base?”

D2: “Entdao devemos usar y = (0,1)*, e poderemos usar valores até y =
(0,999)* 2"

D2: “Bem... percebemos que todas as curvas passam em y = 1, mas porque iSso

acontece?”

Profa: “Observem melhor o grafico dessas fungdes e explorem com o mouse as

coordenadas de alguns pontos dessas fungbes.”

D2: “Ah! Entéo todas tém x = 0 quando y = 1. De modo geral podemos dizer que

as curvas estao decaindo, ou melhor, decrescente.”

A dupla D3 fez o seguinte relato: “Percebemos que as fungdes que
possuem a base maior que 0 e menor que 1 sdo decrescentes, pois quanto menor

€ o valor de x e o valor de y.”

Arquivo Editar Exibir Opces Fermamentas Janela Ajuda

A . = ] : ° Mover
° =) $7 I as)
X f h

. Dbjetos Livres LI
- @ a(x)=0.8x
- @ f{x)={112)"x

Y53

@
=@ h{x}=0.2%
Objetos Dependentes

Figura 71 - Protocolo da dupla D3 - Sesséo Il.

O uso do software GeoGebra facilitou um dos processos do Pensamento

Matematico avangado, que Dreyfus chama de visualizacdo. O autor ressalta a



151

importancia da visualizagdo para que o aluno faca analise de casos particulares e
generalizar para casos gerais.

. Objetos Livres

- @ fix) =27
~@ gix) =4
@ hix)=5%
- @ plx)=05%%
@

. Objetos Dependentes

Figura 72 - Protocolo da dupla D2 usando o software GeoGebra.

N&o percebemos dificuldades em resolver o item (e), pois todas as duplas
estabeleceram a relagéo que todo “numero elevado a zero é igual a 17, e fizeram

esta relacdo com ao usar o software GeoGebra.

Jj) Observe as fungdes que vocé construiu por meio do sofware Geogebra, escreva qual ¢

0 Dominio, o Conjunto Imagem e o Contradominio de uma fun¢do exponencial.
C demine m}: Fed® O onime@Y  NOun ol Y o
mmtv Teroo™ > TESS (Y A vieus w Y g ede Y
> Qo d
—C (.(,\\r\c\,d\. \mmg Ao Aed@d 1D Munnene QMELoa ) RN K

k) Apo6s a realizacio das atividades acima, como vocé definiria uma fungdo do tipo
f(x) =a". denominada por fungdo exponencial.

€ o pureae Que o hont  erinue) O e,

3B QU oy psee 8 el Bl du Moo AU

que U & duifuendie gu .

8 Jumpus Ot VNI C S 0ai do. rovrve,
hort A0 ,&Wq;\a PUNON L,

Figura 73 - Protocolo da dupla D2 - Sesséo Il.

Ao analisarmos o protocolo da dupla D2 (Figura 73), concluimos que esta
dupla conseguiu responder as questbes de modo satisfatério, ndo sabemos se
esta dupla D2 compreendeu o conceito da fungéo exponencial, mas ha indicios de
que houve compreensdo do expoente ser uma variavel. A visualizacao,
generalizacdo, observacdo, foram os processos do Pensamento Matematico

Avancado que predominaram ao realizar esta atividade com a dupla D2.
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Ressaltamos que a dupla D2 conseguiu explicitar o dominio e a imagem da
funcdo de forma adequada, apds percorrerem com 0 mouse por diversas vezes, e
perceberam que essas func¢des tendem ao infinito. De um modo geral, o conceito
de dominio de uma funcdo é apresentado no registro algébrico e os estudantes
sentem dificuldades em entender esse conceito. Acreditamos que o software
GeoGebra ao possibilitar a visualizacdo e possibilitar a ferramenta de arrastar os
graficos de forma dindmica usando o mouse, possibilitou a dupla concluir que o

dominio da fungéo tende ao infinito.

Por outro lado, observamos que as duplas D1 e D3, tiveram dificuldades
em escrever 0 que eles visualizavam, pois disseram: "Nas aulas de matematica
em geral, ndo somos motivados a justificar as nossas conclusdes com palavras

mas apenas com numeros” ( dupla D1).

i) Observe as fungdes que vocé construiu por meio do soffiware Geogebra, escreva qual é
o Dominio, o Conjunto Imagem e o Contradominio de uma fun¢do exponencial.
)

ey L7 (& ~ . ( i ¢ - 1 N a ’
d\ WAMAL oA woalowon g L AUBA (¢ Ovdumnien CuoA AV o S L ERe A0ALA
L I Oiiis ‘ |
C L& LMD WUmCa ()
} . O K :/7/0{ \‘1/“(’,,,7‘,/‘3

k) Apos a realizagdo das atividades acima, como vocé definiria uma fungdo do tipo

f(x) =a". denominada por fun¢do exponencial.

Figura 74 - Protocolo da dupla D3 - Sesséo |l.

No protocolo da dupla D1, percebemos que a dupla compreendeu o
conceito de dominio e imagem da funcdo. A dupla D1 ressaltou a importancia da
visualizagdo para a compreensao deste conceito, pois relataram que quando
estavam no 1° ano do Ensino Médio eles ndo entendiam o que era “explicitar o
dominio de uma fungao, caso ele exista”’, segundo estes alunos, as perguntas

eram feitas apenas usando expressoes algébricas.

Percebemos que os registros desta dupla ficaram confusos, a mesma néo
interagiu entre si e este fato para nos dificultou a conclusdo se eles

compreenderam o conceito da funcdo exponencial.
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4.5.2.1. Sintese da Analise dos resultados a posteriori da Sesséo |l

Na Sessédo Il o nosso objetivo foi explorar a fungdo exponencial nos
diversos registros de representacédo: tabela, grafico, algébrico e propiciar assim a

conversao entre esses registros.

Na primeira questdo, as duplas tiveram dificuldades para completar a
tabela e observar as diferentes representacbes no registro numérico, quando a
base possui um expoente negativo e fracionario. O uso da calculadora facilitou o

processo de testar hipoteses que as duplas formularam ao longo das atividades.

Ao realizar a atividade 2 nenhuma dupla relacionou os dados da tabela
apresentados na atividade 1 com as funcdes exponenciais apresentadas no
registro grafico. Dados de pesquisas realizadas por Duval apontam que os alunos
apresentam dificuldades em fazer a conversao do registro grafico para o registro
algébrico. Deste modo, procuramos apresentar a funcado no registro de partida
utilizando o registro de tabela e algébrico para que as duplas relacionassem com
as curvas apresentadas no registro grafico. Entretanto, este fato ndo aconteceu
de forma tdo imediata. Esta relacdo s6 foi concretizada, quando usamos o

software GeoGebra que possibilitou a visualizacao das funcées.

Achamos importante ressaltar que as duplas compreenderam o dominio da
funcdo exponencial no registro grafico, e comentaram que o dominio da funcéo foi

trabalhado apenas no registro algébrico.

Ao analisar os registros dos protocolos das duplas observamos que muitas
qguestbes ficaram confusas. Percebemos a necessidade do professor de
Matematica utilizar o registro na lingua natural como forma de validar as

justificativas dos alunos e nao apenas nos registros numericos e algébricos.

A seguir apresentamos o quadro sintese de nossa analise a posteriori da

Sessao Il
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Figura 75 - Sintese dos Resultados da andlise a posteriori da Sessao |l.
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realizar esta Sessdo, acreditamos que nossos objetivos foram

alcancados, pois as duplas justificaram em seus registros as caracteristicas da

funcd@o exponencial tais como Dominio, imagem, crescimento e decrescimento da

funcao.
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4.5.3. Anélise a posteriori da Sessao lll

O objetivo da Sesséao foi propor situacao-problema para a construcdo do
conceito de logaritmo e promover uma discussao do tema, de modo a construir
este conceito por meio da fungéo exponencial, conforme o Caderno do Professor
de Matematica (SAO PAULO, 2009) citado anteriormente. Para nossa anélise a
posteriori dos protocolos dos alunos, faremos a confrontacdo com a andlise a
priori e verificaremos quais processos do Pensamento Matematico Avancado,
segundo Dreyfus (1991), quais foram os tratamentos e as conversdes de registros

de representacdo semiotica segundo Duval (2009) nas resolucdes dos alunos.

4.5.3.1. Anédlise do protocolo da dupla D1

Como previmos em nossa analise a priori a dupla D1 ndo teve dificuldade
em responder os itens (a), (b), (c) e (d), pois era questbes que necessitavam
apenas fazer manipulacfes aritméticas no tratamento numeérico e reconhecer que
a variavel dependente estava no expoente, como também compreender a
situacao-problema. A partir do item (e) as dificuldades comecaram a surgir, como
por exemplo, na mudanca da variavel, pois fizeram: N = 3.000.10%%(23) e foram
atribuindo vérios valores para t até chegar no expoente procurado. Ao contrario
da outra dupla D1, esta ndo conseguiu chegar a forma 10%'t = 200, pois néo
observou que no lugar de N era necessario atribuir o valor de 600 000. Faltou a
compreensao que o valor procurado era o numero representado pela letra t e ndo
o valor de N.

ApOs inimeras tentativas de encontrar o expoente necessario para a
solucdo do problema, pedimos para que a dupla D1 deixasse o item (e) e
continuasse a leitura dos demais itens, e mesmo no item (g) que sugere 0 uso de
3 casas decimais, esta dupla usou varias casas decimais para expoente.

O item (e) s6 foi resolvido depois que utilizou a tecla log, escreveu
log 200 = 2.30102996 e arredondou para 2.20103.

Embora tenha encontrado o valor correto do expoente para a variavel t, a

dupla D1 escreveu da seguinte maneira:



156

a fundacio, o valor de N atingira 600 000?

> NE 30088 SO

e) Depois de quanto tempo. apds
¢ oK C

M
N §.090, 40 Ok o 3T

Figura 76 - Protocolo da dupla D1 - Sesséo lll.

Talvez o erro possa ter sido ocasionado pela manipulacdo da calculadora

cientifica, ou por falta de atencéo.

h) Agora aperte a tecla log 200. Qual é a sua conclusdo? - o lj/{d et
6}\)‘6} e \é e \3(:"1“'\ \)‘l_ \l C\Q(’ Q(é')r\:\\le lgczp'(4ﬁ‘y‘rﬂ€ n—le nO SO J:’)Q/(,- Y AaY
ela encontRa o erpeenite.

i) A partir dos dados encontrados. volte ao item (g) e termine de resolvé-lo.

Y v 04 €:

R ol e

N 236830 | 7200

Nz G ecoa

Figura 77 - Protocolo da dupla D1 - Sesséo lll.

A dupla concluiu que o logaritmo € o expoente, mas ndo percebeu que o

item (e) era o inverso do que eles fizeram nos itens (a), (b), (c) e (d).

2) Observe os nimeros disposto e complete a tabela

N Escrita em Poténcia | Escrita em Logaritmo
100 10” log 100 =2

1000 E 104 oo ==

10 10 log 10=_1
010" loGap-0L
= 102 log (5 =) 302 =3j26 -

1 (1072 g 0= = C,oA

I 40° ogq - 4

0.1 ay lca€s = -A

0o L AG? log 10°=-3
0.0004 [4, IO™Y lo6 Oeachz -4

-10 -3C> ioq -AQ =

O t —

Figura 78 - Protocolo da dupla D1 - Sesséo lll.

Ao analisar o protocolo acima, observamos inumeras dificuldades na
mudanca de representacdo e a relacdo do registro numeérico na escrita em forma
de poténcia para a escrita em logaritmos. A dupla D1 conseguiu relacionar a

atividade realizada na Sesséo |, para uma mudanca de representacdo de um
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1
expoente fracionario para a forma de um radical. Onde consta 10z, a dupla

1
escreveu o log5 = % e novamente escreveu 10z = 3,16..., parece que a dupla fez
(10 + 2 = 5) e concluiu que o log5 é igual a % nao concluindo que o logv10 = %
Acreditamos que essa dificuldade estad relacionada a compreensdo do

conceito de logaritmos representada por um radical ou com expoente fracionario.

Por meio deste protocolo, observamos que esta dupla ndo compreendeu
que o logaritmo est4 relacionado com o expoente. Uma das dificuldades
debatidas entre a dupla D1 foi mudar a representacdo do numero 1 para a base
10. Uma aluna chegou a dizer: “ Como transformar o numero 1 em 107? Isso é
impossivel! Entretanto o seu colega disse: “Vocé esqueceu que se colocarmos no
expoente o nuamero zero, teremos 0 numero 1, € somente uma mudanca de
representacdo numeérica.” Observamos que a dupla ndo utilizou a calculadora

cientifica para conferir os resultados.

3) Apos ter feito as duas atividades acima, explique o que é logaritmo na base 10 e

uando ele existe. i
“TeRD e forrer O velor “'f‘m AN rocmhv‘c fm dLeR Que

C CryrnO = 4,0 POﬂ ?N”“r’/ﬁ?

Z’("QC)‘ ﬂacf. Po(l(”f\r\ sers Jelores hﬁ(ﬁ'&*\v‘ob

Figura 79- Protocolo da dupla D1 - Sesséo lll.

ApOs ter completado a tabela na questdo 2, a dupla D1 observou a tabela
novamente, utilizou a calculadora cientifica e percebeu que o logaritmo na base
10 existe para valores maiores que zero, mas esqueceu de incluir o zero em suas

conclusdes.

Os Processos do Pensamento Matematico Avancado presentes nesta
atividade sé@o os da observacao e visualizacdo. O uso da calculadora cientifica foi
relevante para que a dupla D1 respondesse a questdo, entretanto percebemos
gue nao houve conferéncia dos resultados na tabela anterior. Perguntamos aos
alunos como eles usavam a calculadora cientifica nas aulas, e responderam que
era somente para resolver os calculos, mas nunca retornavam a questao para

verificar se o resultado estava correto.
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Percebemos a falta do uso da calculadora para testar e validar conjecturas,

servindo apenas como uma ferramenta, sem uma reflexdo dos resultados.

4) A partir dos logaritmos de alguns nimeros podemos obter os logaritmos de outros,
efetuando célculos com poténcias. Dados os valores de logaritmos de 2 e 3, podemos

calcular os logaritmos dos nimeros indicados. Se log 2 = 0.30 (ou seja 2= 10°") e

log 32 0.47( ou seja 3 = 10' "47) entdio calcule:

Faca log 6 = log (2.3) = lonuo"“’ 10"*7) = log (10°%" + "*7) = log 10°77 = 0,77

Analogamente caicule e confirme o resultado Lom sua calculadora uentmLa o4
2 log9 Loaq2 0,95 =(3.) = [06(30™Y 10" - Jos (40 . 107

\OQ m vc gb 0,30 050

VB4 Lo = (2-@)lop o™ T I0" 8 10(1[1 : p
lot 40% - 0,60

) log C};

: |&| 15 2 1092 (@ e) log (30 ) /C( (JO G c‘ﬁ) &

8 log6~ OO | \op = 4 ot

\(X’lﬁ(‘—— 1.95=(6 6) log ~ {iow}? c,??) ot - (100,1? Op‘}:;) %
06 = 504 _|oq = 154

e) log 18

' - 0 0,12 ot
\0g 1% = 4,25 = (3¢) ey =(10™7, 30""") log (log™ "+ 10"
log =80 = &, 24

Figura 80 - Protocolo da dupla D1 — Sessao lll.
A dupla D1 n&o apresentou dificuldades para resolver a questdo acima. A
mesma realizou um tratamento no registro numérico, e 0 processo do

Pensamento Matematico Avancado presente é o da observacao.

5) Repetindo o procedimentos realizados nos itens acima, sendo A = IO" e B=10°

entdo podemos escrever log A.B = |06 [JO 40 )/OQ (JC“ JO%} lo < JO -@‘m“/&"b

6) Determine o valor dos logaritmos abaixo:

a)A:longzg 'lOG-& -ff’ @G’l.z. 4z 2

b)B =log, 16 — log, 4= 4 fy = =2
Observe os itens (a ) e (b) da questdio anterior. Sendo A =B e c= a base do logaritmo

iigc_(}: =2 - l\-"lf-z

entdo poderemos escrever que A =
log: b

Figura 81 - Protocolo da dupla D1 - Sesséo lll.

Na questdo 5 e 6, a dupla D1 realizou os processos do Pensamento
Matematico Avancado como a observacdo e a generalizagdo, pois retornou a

questdo 4 e fez 0 logAB = loga + logb , deduzindo com isso, que na divisdo seria
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. logA . g
0O mMesmo processo, Ou seja, % = logA —logB. Contudo, ndo fizeram o

tratamento do registro numérico para o registro algébrico na questédo (6) como

previmos em nossa analise a priori.

7) Dada a expressdo M = log, 73 escreva
a) como um produto de logaritmos em fatores iguais.
M= Lomfjr,?}.?») :
b) Agora, transforme o produto de encontrado na questfio anterior em soma de 3
parcelas, Chamando de N a express@o que vocé encontrou
N= Jog 3 + Log, ¥+ Lﬁﬁg = 3 log, >

¢) Podemos dizer que N = M?
% ~
b""n'\ W W O Mo hw.j;?ao

d) Observe os itens (a), (b) e (c) entdo podemos escrever que se o log, MN=

N. Log M

Figura 82- Protocolo da dupla D1 - Sesséo lll.

Na questdo 7 a dupla D1 teve dificuldade em interpretar a questdo, pois
nao sabia o significado da frase: “produto de fatores iguais”, apds varias tentativas
e discussoOes, percebeu que era desenvolver o logaritmo de uma poténcia por
meio de uma multiplicacdo. A maior dificuldade foi escrever a expressao no

registro algébrico.

8) Complete a tabela:
Equacio na forma Equacio na forma Cilculo do
Exponencial Logaritmica Logaritmo
2*=8 bt 7= gy o x=3
5% =125 (Ce 125-1 ov 1043251 %=1
10* = 30 log,30 = x oulog30 = x =44
2= 1062 AR =X o lo32- ¢ =6
3* =243 1062 243 srou Yo 243 - =5
10* = 50 lof110 56 =x ou log SC% =149
10 = 0,98 106 40 € 943E ou lotfsE -7 x=-%13
10* = 950 WO& 10— Qsex Lo bog 950-¢] X=X-9%
10* = 15000 Yo& 4p - ASew = ou do Ssoteg x=4 1

Figura 83 - Protocolo da dupla D1 - Sesséo lll.

observamos que a dupla néo fez a distingdo, por exemplo, de log 243 # log; 243.

A dupla D1 encontrou dificuldades para resolver a questdo acima,
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Notamos também um erro no célculo do log 0,98 = —0,0087, além de erros no
tratamento aritmético. Todavia, nas discussfes feitas entre a dupla percebemos

que com esta atividade, ficou claro que o logaritmo é um expoente.

a) Qual é a populagdo inicial de cada uma das regides?
P populeqdd miciel g ® 000
b) Depois de quantos anos, a partir do instante inicial, as duas regides terido a
mesma populacdo?
¢) Qual ¢ a populagdo de cada uma das regides 15 anos apds o instante inicial?
Dado10: = 31,62.
B_
Q9
Ue = 6o, 40 Na - Bxo. 10
¢ % "o Gan. 40 T
L o, T
i G /6o . 10 © i
0,97 ¥
W& = o' a5V
O ,& .0 4 +0, 1.7
T @ Ted
O b= 4
T=A/01
T= 10
oL X ol 15
Ne = 660040 Ve - 6 80.40
S
Na< 6.000.40 Ne- 60O . 4#b*
6 .
A6 B0 30" Ne- 52
Mas 660 .31 62 Na:
Naz 179,320

Figura 84 - Protocolo da dupla D1 - Sesséo lll.

Ao analisar o protocolo (Figura 84), observamos que 0s registros estao
bem confusos, no item (a) ndo houve o registro de como a dupla D1 chegou aos
resultados. No item (b) observamos que nao encontraram dificuldades com o
tratamento aritmético, a dupla fez (6000 + 600 = 10) e transformou os resultados
em notacdo de base 10, utilizando a propriedade da poténcia de forma correta, e
com isso chegaram ao resultado esperado. No item (c) ndo conseguiu realizar o

tratamento aritmético de forma correta.

Nesta Sessédo, a dupla D1 apresentou varias dificuldades nos tratamentos

numéricos e algébricos presentes nos protocolos. Contudo, é uma dupla que

realiza discussdes e propicia o trabalho em equipe.

Os dados relativos as pesquisas realizadas por Karrer (1999), Ferreira
(2006), Saldanha (2007), Lima (2009) no que diz respeito as dificuldades dos

alunos nos tratamentos aritméticos e algébricos, uso das poténcias com nameros
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racionais e sob a forma de radicais, foram visiveis em nossas andlises. No
entanto, com relacdo ao conceito de logaritmos os protocolos indicam que a dupla

D1 conseguiu abstrair de forma satisfatoria.

4.5.3.2. Anélise do protocolo da dupla D2

Ao fazer a leitura da situacdo-problema apresentada, o primeiro comentério

que fizeram entre si foi:

F: Hum, qual valor que temos que substituir, o valor de t ou N?
H: Vamos ler novamente.

F: Ah, se € uma funcdo exponencial e a variavel € o expoente, e t € o tempo, acho
gue temos que multiplicar t por 0,1.

H: Verdade, mas “sera que tiguala O ou a 1?”
H: Mas olha aqui, se no momento que o municipio foi fundado...

F: Olha s0, se vamos multiplicar por 0, e todo numero elevado a zero € igual a 1,
assim, a populacéo inicial € de 3.000.

H: E verdade! Ent&o vamos fazer 0,1. 0 que é o valor inicial.

No diadlogo acima, a dupla fez a conjectura de que os valores a serem
substituidos no item (a) estavam apenas entre 0 e 1. Testaram suas conjecturas e
conseguiram chegar a solucdo do problema. Observamos a existéncia da
dificuldade inicial em reconhecer que o t era a variavel dependente, a conversao
de registro foi do conjunto de partida, o registro da lingua natural para o registro
numerico e houve apenas um tratamento dos dados no registro de chegada. Nos
itens (b) e (c) o tratamento numérico foi de forma correta, sem apresentar
dificuldades. Segundo a dupla D2 o crescimento obedecia a um padrdo, a cada
dez anos era multiplicado por dez e o resultado seria o valor total da populacdo. A
descoberta deste padrdao pode ser descrita ao observar o crescimento da

populacdo, o que generalizou um crescimento muito rapido.

E no item (d) transformou a solucdo do problema em notacédo cientifica,
pois argumentou que os calculos eram mais faceis, pois era somente somar 0s

expoentes base 10. No entanto, como previmos em nossa analise a priori a dupla
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apresentou problema no item (e) no tratamento aritmético, pois ficou duvida para

isolar a variavel t.

Chegaram a seguinte equacdo: 200 = 10%!* e comentaram entre si, como
vamos transformar o nimero 200 em poténcia de base 10? A aluna F concluiu
gue o numero s6 pode estar entre 2 e 3 no expoente. Depois que leram o item (Q)
confirmaram que o ndmero no expoente estava entre 2 e 3 e utilizaram a
calculadora para encontrar o valor procurado. Os numeros que utilizaram foram:
2,55; 2,33; 2,30; 2,301 e logo encontraram o valor do expoente e acharam a
solucdo do problema. Ressaltamos que a dupla mostrou-se entusiasmada para
encontrar o numero desconhecido e quando encontrou, o entusiasmo aumentou.

Acreditamos que este momento de entusiasmo pode propiciar a
aprendizagem por descoberta, um dos processos do Pensamento Matematico
Avancado. No item (h) apés conhecerem a tecla log, disseram: “Ah professora,
essa tecla é fantastica, pois calcula os valores dos expoentes”. Neste momento,
explicamos um pouco sobre o impacto da descoberta do logaritmo na sociedade

da época.

Na Atividade 2, o registro de partida esta em forma de tabela, a dupla
apresentou dificuldade em preencher a tabela, observou que a escrita em
logaritmos esta relacionada com a poténcia, que para alguns valores o logaritmo

nao existe.
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3) Apés ter feito as duas atividades acima. explique o que é logaritmo na base 10 e

quando ele’existe.

Ele W Tl MY Nl uwaas s nou Qe v

\/cujl’\.vY\‘[.L O O w O Qi i, o “I\Q\TQ:\L‘BD. U
noves e ook W\m, S BTG @

Aty
4) A partir dos logaritmos de alguns nimeros podemos obter 0s lnuarltmm de outros.
efetuando calculos com poténcias. Dados os valores de logaritmos de 2 e 3. podemos

0,30

calcular os logaritmos dos nimeros #dicados. Se log 2 = 0.30 (ou seja ZE PO €

log 3= 0.47( ou seja 3 = 10"*7) entdo calcule:

Faca log 6 = log (2.3) = log (10", 10°¥) = log (10"* +°*") = log 10" = 0,77

Analogamente calcule e confirme o resultado com sua calculadora cientifica: 0.0 i
D log9 =(3:3) = logl 10°V 1"H) - (10"H ¥+ M = Q al

c O, .60
\Q)J,u&(%o).‘_ \Oo :O‘w

b) logd4 =(2.2) - \Ogt\f\ \Cd' 2 \O"%O) = (

032 gn\; \ (VO').’&O-\' oﬂ\\ . ‘Olo\: | 0%

c) logl ( Qﬁ(

o 0a7. 032 \ _ LSH_ Al
d) log 36 .‘w (\ \'N(\ oﬂ ‘O‘,)w\ = k‘o AO .L

| =

5 125 =
s °5°'°-C‘) LD " 1D
e) log 18 = \.,1 Q) = \Oq&( \C \C \ )

Figura 85 - Protocolo da dupla D2 - Sesséo lll.

Na questéo 3, observamos que a dupla conseguiu expressar a condi¢céo de
existéncia dos logaritmos. Acreditamos que o preenchimento da tabela em que
aparece a escrita na forma de poténcia de base 10 e na forma logaritmica pode
ter ajudado a dupla esta questdo. A observacdo e a mudanca de representacao
de um mesmo conceito sao processos do Pensamento Matemético Avancado,

presentes nesta atividade.

5) Repetindo o procedimentos realizados nos itens acima. sendo A = 10" e B= 10°
entdo podemos escrever log A.B = ,(QQLUmQ\/ &m{[z, QN kQ,u, L ANgmmavv
MCalaIE R Y) Fo VTS Ltpe\q,m Nose
6) Determine o vahzlr dos logaritmos abaixo: N oS-
a)A=log[—°= o o A o -
= v’ 'W\»&»Pq*
b) B =1log,16 — log, 4= o5, &

(Observe os itens (a ) e (b) da questdo anterior. Sendo A =B e c= a base do logaritmo

kentdo poderemos escrever que A = ;;’:—Z; N \QC% c A - \%)C )

Figura 86 - Protocolo da dupla D2 - Sesséo lll.



164

Em nossas observagdes, ndo percebemos nenhuma dificuldade para que a
dupla conseguisse expressar as propriedades dos logaritmos no registro
algébrico. Percebemos que esta dupla fez a relacdo das propriedades das

poténcias com as propriedades dos logaritmos.

7) Dada a expressdo M = log, 73 escreva
a) como uran produto de logaritmos em fatores iguais.

= ; ’ ' P e 1——0 .

Lo§, # = Logj Log? - Lo§ 7
b) Agora, transforme o produto de encontrado na questdo anterior em soma de 3
parcelas. Chamando de N a expressdo que voc€ encontrou
N=Log 3+ LOg,3+ LOg 2 2 Blos 3

¢) Podemos dizer que N = M?

2 LOQA&} = LOQ&:LB (bm\)

d) Observe os itens (a), (b) e (c) entdo podemos escrever que se o log, MN=

N. LOg M

ov

Figura 87- Protocolo da dupla D2 - Sesséo lll.

A dupla D2 ndo apresentou dificuldade para converter o registro numérico
para o registro algébrico. Um dos processos do Pensamento Matematico
Avancado que podemos citar neste protocolo é o processo de generalizacao, pois

a dupla partiu de um caso particular para a generalizacao.

Acreditamos que o desenvolvimento deste processo facilita a abstracédo de

um conceito.
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a) Qual é a populagio inicial de cada uma das regides?
b) Depois de quantos anos, a partir do instante inicial, as duas regides terdo a
mesma populagio?

¢) Qual ¢ a pupulagao de cada uma das regioes 15 anos apos o instanle inicial?

Dado10 = 31,62
o 0™ °
a) Vi - eao - 0 L =600 Y
a g ° O

(Ve = @aog - 10 Mg = 600 :

MNh - ooo - A Na 7 00O

ne = goco Mg =

\ T
2) oo - w0 = am 10T
Q009 . gt o,
@O o
'{@ - loc.\\ro,gl‘t
& - KEOT
1 =0t
L =t
[SVRY
\ -
C - -

Ne s Goo - 00!3 ng 60107
Np 2 oo+ 3,62 3 Goo -3 G
Na ot 1%y 00 nNg =< 189S

Figura 88 - Protocolo da dupla D2 - Sesséo lll.

No protocolo da dupla D2 (Figura 88), percebemos que houve um pequeno
deslize no tratamento aritmético, mas ndo houve dificuldade na interpretacdo da
situacdo-problema e realizou de forma correta o tratamento aritmético relativo as
propriedades das poténcias. Observamos no item (b) que a dupla cometeu um
erro no tratamento aritmético, pois deveria ficar 10 = 10%'¢,10%2* e a dupla
confundiu a variavel t com o nimero 1 e fez 0,1t + 0,21t , esse pequeno equivoco
comprometeu o resultado da situacdo-problema. No item (c) fez o tratamento
aritmético de forma correta para o numero de populacédo da cidade A, mas para

encontrar o numero da populacéo da cidade B, a solucao nao foi correta.

De modo geral na Sesséo Ill, a dupla D2 demonstrou um avango em
relacdo a primeira Sessao. Esta dupla utilizou os recursos disponibilizados como
o computador e a calculadora cientifica de modo dinamico, para todas as
atividades, houve discussdo entre a dupla, utilizou os recursos disponiveis para

testar suas conjecturas e verificar os resultados.



166

4.5.3.3. Andlise do protocolo da dupla D3

a)O Valor de N quando o municipio foi fund@yo:
3 s VTN R AN S SR> SRS eV g Q{\'}L ndato.

b) O valor de N dez anos apos a fundagio:
3:.:‘ ocCC

¢) O valor de N nos dias atuais:
A ok Ay o G 3000
d) Depois de quanto tempo, apds a fundagio a populagdo atingird a marca de 3000000
habitantes. se o ritmo de crescimento continuar assim? 0 X ,.\4 . :
Y OO g X 9A ¢ - 3] U
AMet o 220008 des i uR 2K - 3 6 e do

3,000,000 9 T )
e) Depois de quanto l'cmpo. ap6s a fundacdo, o valor de N atingira 600 000?

Figura 89 - Protocolo da dupla D3 - Sesséo lll.

A dupla D3 ndo deixou em seus registros quais tratamentos aritméticos e
geométricos foram utilizados para responder as questdes acima. No item (a)
temos por hipétese de que a dupla D3 ndo compreendeu qual o significado da
variavel N, e esse significado no contexto do problema, correspondia a
quantidade de populacdo. Como relatamos anteriormente, essa dupla D3 teve um
comportamento diferente das demais duplas, pois ndo havia interacdo, e quando
perguntdvamos se necessitava de alguma orientacdo, a dupla D3 recusava

alegando que havia entendido tudo o que precisava fazer.

No item (b) notamos que a dupla escreveu 3.000.10 = 30.000 ignorando o
expoente. No item (c) podemos destacar que a dupla D3 registrou N = 3000.10 °

ou simplesmente ignorou a poténcia de base 10.

A dupla D3 utilizou o registro na lingua natural para apresentar o resultado
no item (d) e percebemos que nesta questdo utilizaram a poténcia, mas nao
sabemos qual o raciocinio que tiveram para concluir que deveria fazer 3.000. 10°,
acreditamos que atribuiu valores para t utilizando a calculadora cientifica de forma
que chegou a resposta esperada. Podemos destacar neste procedimento, o
processo do Pensamento Matematico Avancado de conjecturar, para testar

hipétese.
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f) Vocé come"mu chegar na expressao 10" = 200?
é'm’mru_,g \('1 DLJ &b(gf‘ N D TOSONae jg& % 1

g) Observe que 10° = 100 e que 10’ = 1000 entdo deve haver um niimero n entre 2 ¢ 3

tal que 10" = 200. usando a calculadora cientifica tente encontrar um \alor estimado

para n. (use 3 casas decimais) @ ol M'\W\:t/— l f&’ T
\aq . 4260 A8 (a(3 UL

,..Li

h) Agora aperte a tecla log 200. Qual é a sua conclusio?

e Ed i~ /C"‘/ Vodlhon~dl®  <frn 3 ’L"')"‘P'\Cf(
i) A partir dos dados anmmdm \ohc ao item (g) e termine de resolvé-lo.
?e« WM~

Figura 90 - Protocolo da dupla D3 - Sesséo lll.

No item (e) ndo houve resposta, perguntamos por que deixou em branco, e
respondeu que o resultado estava na questéo abaixo no item (f). Segundo a dupla
D3, foram testando varios valores na calculadora (utilizaram uma calculadora on-
line). Nao usou regra de arredondamento, porque a dupla D3 queria saber
guantas casas decimais o numero poderia ter, e concluiu que “NUNCA” iria ser
200, mas o resultado estava muito préximo. Com relacdo a tecla log disse: “ E
fantastica, pois nao precisa ficar testando niumeros”. Neste momento, contamos

de maneira informal a histéria da invencao dos logaritmos para as trés duplas.

2) Observe os numeros disposto e complete a tabela
N Escrita em Poténcia | Escrita em Logaritmo
100 10° log 100 =2
1000 |fjgno} 1o 3 jog 1000z 3
10 g4 log 10 = |
10° ic’ . )-O% ) - r
Vio 102 Lop 5:--¢ sq
0,y 1072 10§ ai= -z
1 T jh= 4
0.1 (07p  hoo=_ay
0,00 4 10”-3 10g103 '-3
0,0004 0 -4 - -0,
10 |vob ewim L8g - "’~ £
0 Mok ok W0y~ ok

Figura 91 - Protocolo da dupla D3 - Sessé&o lIl.
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Ao analisarmos a tabela ndo observamos muitas dificuldades, a dupla D3

disse que achou estranho ndo existir logaritmos de numeros negativos,

percebemos que houve mais erros na escrita logaritmica, pois quando 10;
escreveu o log de 0,5 e ndo o logv10 =0,5 e quando N = 0,0004 a dupla D3
relacionou o Ultimo algarismo com o expoente na forma de poténcia. Nessa
atividade nédo houve necessidade de fazer conversdo de registro, apenas a
mudanca de representacdo em um mesmo registro numerico e a alternancia entre

essas representacoes.

3) Apds ter feito as duas atividades acima, explique o que é logaritmo na base 10 e
quando ele existe.

e

QA Al @ st WMQPMN@_& b%

VNS Faou2 d’v’\ S W! sﬁc-e@yﬂp'

Figura 92 - Protocolo da dupla D3 - Sesséo lll.

Analisando a resposta registrada no protocolo da dupla D3, hé indicios que
essa dupla compreendeu o conceito de logaritmo na base dez e a condicdo de
existéncia. O registro utilizado pela dupla D3 foi o registro da lingua natural, e
podemos citar como processos do Pensamento Matematico Avancado, a
observacéo, mudanca de representacao, testar hipéteses e a generalizagao.

A dupla D3 nao apresentou dificuldade para resolver a questdo acima. A
dupla realizou um tratamento no registro numérico, e o processo do Pensamento

Matematico Avancado presente € o da observacao.

3) Repetindo o procedimentos realizados nos itens acima, sendo A = 10" e B= 10"
. g ) e s _[aD 6)
entdo podemos escrever log A.B = ,z/c% oA Ah o »q\ua,k [e) xﬁak LA 3
N A o
Jea ou o 4
6) Determine o valor dos logaritmos abaixo: 9 MOL

2)A=log 7= 2
b)B =1log,16 — log, 4 =€

Observe os itens (a ) e (b) da questdo anterior. Sendo A =B e c= a base do logaritmo

102~

entdo poderemos escrever que A = —— == e Compas A
ogch MM

Figura 93 - Protocolo da dupla D3 - Sesséo lll.
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Ao analisarmos o protocolo acima, percebemos a dificuldade da dupla em

registrar as suas conclusfes no registro algébrico. Ndo conseguiram relacionar a

log,

questdo (4) para generalizar que Tog ‘Zz log.a — log. b como previmos em
(o}

nossas analises a priori.

7) Dada a expressdo M = log, 7° escreva
a) como um produto de logaritmos em fatores iguais.
l% ‘7‘0 ?’- ?’
b) Agora, transforme o produto de encontrado na questio anterior em soma de 3
parcelas. Chamando de N a expressdo que vocé€ encontrou
N= dog, % +logs 1 leg,3 s> N=3ley,?

¢) Podemos dizer que N = M?

)”;“IWMMAQS% K mm?@vm&

Neprse o, .

d) Observe os itens (a), (b) e (c) entdo podemos escrever que se o logy MN=

Ne lqu M
Ja

Figura 94 - Protocolo da dupla D3 - Sesséo lll.

O protocolo da dupla D3 (Figura 94) aponta uma progressao em relacao a
questdo anterior, pois a dupla realizou o tratamento no registro algébrico e por
meio da observacdo chegou a generalizacdo da propriedade dos logaritmos no

registro algébrico. Ressaltamos que ndo houve intervencdo de nossa parte para

ajuda-la.
8) Complete a tabela:
Equacio na forma Equacio na forma Calculo do
Exponencial Logaritmica Logaritmo
.9 loa 3=3 =3
5 =125 lc’éh,zs =5 x=85
10 =30 logfo 30 =x oulog30 =x X=}.43
2* =32 log 2225 =5
3" = 243 Loo =243 =05
10* = 50 | o 2%ch=2 X=1¢q
10* = 0,98 Log 0.98=X X ==p,008
10* = 950 Lag 50 = X x= 9%
10* = 15000 Loa 15000 = X x= hgr

Figura 95 - Protocolo da dupla D3 - Sesséo lll.

N&o percebemos dificuldades no preenchimento da tabela, acreditamos

gue o uso da calculadora cientifica deve ter ajudado nos calculos em que 0s
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logaritmos sdo numeros decimais. Por meio desta atividade, percebemos que
esta dupla realizou a escrita logaritmica e a escrita na forma exponencial
corretamente. Podemos perceber a relagdo entre o Pensamento Reverso nesta
atividade, pois as duplas teriam que pensar “ao contrario” perceber que o
procedimento para o registro da escrita na forma exponencial é o inverso do

registro da escrita logaritmica.

N&o responderam a questdo 9, pois tinham um compromisso e sairam mais

cedo que os demais colegas.

A dupla D3 relatou que achou a Sessao Il “muito dificil’, mas que
aprendeu um pouco mais sobre os logaritmos. As dificuldades relatadas pela

dupla foram em fazer suas justificativas no registro da lingua natural.

Na Sesséo lll, ao observarmos o comportamento das duplas frente as
questbes, suas discussfes e seus registros, percebemos que houve muita
dificuldade em relacé@o ao tratamento no registro numeérico, além das dificuldades
em interpretar os enunciados. Contudo, percebemos que as duplas conseguiram
generalizar as propriedades dos logaritmos e relataram que de fato, fazer
operacdes com a soma e subtracdo de logaritmos é muito mais facil do que
utilizar a multiplicacdo e divisdo. Relataram que o matematico Napier foi fantastico

em sua invencao.

4.5.3.4. Sintese da Analise dos resultados a posteriori da Sesséo Il

Ao propor a Sessao lll nosso objetivo foi apresentar situacdes-problema
que necessitam utilizar conhecimentos sobre fungéo exponencial e logaritmos
para encontrar a solucdo. Como ja relatamos as duplas ndo conheciam os
logaritmos e ap0s a realizagdo das atividades propostas nesta Sessdo
conheceram uma das invengdes que revolucionaram a comunidade cientifica
segundo Eves (2008).

A seguir apresentaremos o quadro sintese dos resultados de nossa analise

a posteriori da Sesséao llI:
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Sessao
11 Sintese dos Resultados
D1 D2 D3

@ | Transformagéo da | Interpretacdo de | Converséo do registro
® | equacao enunciado, numeérico para o
= | logaritmica para a |reconhecer a registro algébrico para
S | equacao varidvel t como | generalizar uma das
@ | exponencial. variavel propriedades dos
A dependente. logaritmos,
E interpretacdo dos
= enunciados e registrar
2 os resultados.
=

2 o |Ousoda Transformacdo | Estratégia da tentativa
.g ’§ calculadora dos dados em e erro, e o uso da

@ 3 | cientifica para poténcia de calculadora cientifica
£ @ |testar suas base 10, uso da | para testar os

i) 2 conjecturas. estratégia de resultados.

tentativa e erros.

Aplicacdo da Compreensao Compreenséo do
funcéo do logaritmo logaritmo como um
exponencial em como um expoente.
situacao-problema. | expoente,

Compreensao propriedades

sobre as restricdes | dos logaritmos.
para a condicéo de
existéncia de

Aprendizagem e ou
abstracdo dos conceitos

logaritmos.
o Converséao do Converséao do Converséao do registro
g » |registro na lingua |registro na na lingua natural para
= £ | natural para o lingua natural o registro algébrico e
§ % registro algébrico e | para o registro numeérico.
€ 2 [ numérico. algébrico e
O numeérico.
2 ,, | Tratamento no Tratamento no Tratamento no registro
5 £ | registro algébrico e | registro algébrico e numérico.
g 2 | numérico. algébrico e
T O numeérico.
|_
o Observacéo, Observacao, Observagdo, mudanca
ﬁ 8 | mudanca de mudanca de de representacao,
= <§< E representacao, representacdo, |visualizacdo, mudanca
§ a <_>> visualizacéo, visualizacéo. de representacao.
© § |levantamento de
o

conjecturas.
Figura 96 - Sintese dos Resultados da andlise a posteriori da Sesséo lIl.

As dificuldades das duplas ficaram explicitas em transformar a escrita na

forma de poténcia para a forma logaritmica.

Observamos que as trés duplas compreenderam os logaritmos como um

expoente de uma poténcia. O uso da calculadora cientifica nesta Sessao foi uma
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estratégia importante, pois as duplas utilizavam a calculadora como uma forma de

verificar suas conjecturas e testar suas hipoteses.

4.5.4. Andlise a posteriori da Sesséo IV

A Sessao IV foi realizada com o auxilio do software GeoGebra. Nosso
objetivo foi explorar a visualizacdo do grafico de func¢des no registro grafico, e o
conceito de funcéo inversa para que ao final da Sessdo, os alunos possam

concluir que a funcéo logaritmica € a inversa da funcéo exponencial.

4.5.4.1 Anélise do protocolo da dupla D1

A estratégia que a dupla D1 utilizou para encontrar a expressao algébrica
foi diferente. Ao utilizar o software GeoGebra, digitaram varias func¢des tais como
f(x) = x2,g(x) = x e h(x) = x> e percebeu que para encontrar o grafico das

funcBes da primeira questdo, que € uma reta, teria que ter um expoente 1.

Argquivo  Editar  Exibir Opclies Ferramentas Janela Ajuda

.. .A ... .\ . o 4 X a=2 Mover E]
-E! EE.M 1| (SN {mnam! "I-'T Arraste um objeto selecionado (Esc) »
9 ¥

Figura 97 - Protocolo da dupla D1 - Sesséo IV.
Por meio da estratégia utilizada, podemos observar que o processo de
visualizagdo que o software proporciona, possibilita ao estudante uma forma de

observar relagdes, que neste caso dependendo do expoente da variavel, o grafico
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muda. Podemos dizer que houve uma conversdo do registro grafico para o

registro algébrico.

Sessdo 4
1) Observe os graficos abaixo:

Figura 4- Gréfico da Fung¢do Afim

Responda:

a) Escreva as coordenadas dos alguns pontos da funcdo definida por f°

pX . Ly= fx) —
2 = =
- =3 —f: RS-
e T—— —
=3 -4
(- © -4

i I A
Figura 5 - Tabela de coordenadas de Ponto da fungdo f

b) Escreva as coordenadas alguns pontos da fungdo definida por g

X g [y=2()
% SERE T | S e
iy % 2 \
o5 e | 8
| 6 4 #
¥ 5 |

Figura 98 - Protocolo da dupla D1 - Sesséo IV.

ApOs varias tentativas chegou as expressbes algébricas que
representavam o grafico. Para completar a tabela escreveu varios pontos ao

longo das retas e conseguiu completar a tabela.
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c) Observe e compare os valores das coordenadas dos pontos da funcdo y=f(x) e y=g(x).
qual suas conclusdes? g 5 ,
Quw B kGh*\”[):r"o\ f’muO\r\'&O Urren SOTAAL O cakm b .

d) A fungdo que esta pontilhada no grafico é definida por y= X. a partir desta fungao,
quais sdo as respectivas leis das fungdes fe g?

F Y=f+o @ K-¥ =&

e) Se (a. b) pertence ao grafico de f. entdo (b.a) pertence ao grafico f'(notagdo de
funcdo inversa). Essa afirmacdo ¢ valida para as fungdes f'e g apresentadas no grafico?

€558 SFIRMaces © positivo .

f) O que vocé entende por esta afirmagdo: * A reta y=x é chamada de bissetriz dos
quadrantes impares. e os graficos das fungdes f e g sdo simétricos em relacdo ao eixo a
reta y=x"". Podemos dizer que as duas fungdes fe g inversas? <

i

Figura 99 - Protocolo da dupla D1 - Sesséao IV.

2) a) Construa a funcdo f(x) = log; x e escreva na tabela abaixo alguns pontos
assinalados no gréafico abaixo:

X yv=1(x)
{ [
8] L
2 3
16 b
3 S
L Q 6

Figura 7- Tabela de coordenadas de ponto da func3o definida por f

b) Construa o grafico da  fungdo g(x) = 2% e escreva alguns pontos assinalados no
grafico na tabela abaixo:

X y=g (%) |
= 1 ‘
oL A
a 3
3 3
(8 y

Figura 8- Tabélé aezéoraienag;s’t;eipro;tgdgfum;éo definida porg

Figura 100 - Protocolo da dupla D1 - Sesséo IV.

Com relacdo ao conceito da funcao inversa, nao foi possivel saber se foi
abstraido pela dupla D1, o registro em seu protocolo ficou em branco. Ndo
sabemos se foi por esquecimento, ou por ndo saber explicar. Mas por meio do

audio, observamos que o aluno R disse: “Bem, as fungbes log e exponenciais sao
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inversas, porque os valores do x de uma funcdo é o y da outra funcdo”. Como
relatamos anteriormente, essa dupla D1 interagiu muito, e teve dificuldade em

justificar suas respostas por meio do registro em lingua natural.

4.5.4.2. Andlise do protocolo da dupla D2

A principio a dupla D2 ndo compreendeu o que foi pedido no item (a), e
pediu-nos um auxilio, explicamos que deveriam procurar algumas coordenadas

da funcédo f e completar a tabela.

a) Escreva as coordenadas dos alguns pontos da fungio definida por f°
E 3 [ y=f(x)

Figura 5 - Tabela de coordenadas de Ponto da fungdo f

b) Escreva as coordenadas alguns pontos da fungio definida porg

Figura 101 - Protocolo da dupla D2 - Sesséo IV.

A dupla D2 completou a tabela sem o uso do software GeoGebra. Pedimos
as alunas que executassem o software GeoGebra e construissem o grafico das

funcdes referentes a questéo 1.

A dupla D2 achou dificil, pois ndo sabiam qual expressao algébrica
deveriam digitar na janela do GeoGebra para encontrar uma expressao que

representasse os graficos das funcdes que constavam na primeira questao.

A aluna F disse: “Acho que isso deve estar relacionado com equagao da

reta” entdo vamos tentar digitar. y = 2x, 2x + 1, —2x + 1.



¥ GeoGebra
Arquivo Editar Exibir OpgBes Ferramentas Janela Ajuda

ENE

M
Bt

EAA][[0]0)

\w

Figura 102 - Protocolo da dupla D2 — Sesséo IV.
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A aluna H disse: “Se observarmos as retas estdo passando pelo y =1 na

forma crescente e decrescente. Entdo vamos digitar alguma coisa que 0 X tem

que ser igual a 2, bem, vamos digitar 1x para ver. E escreveu: f(x) =x, g(x) =

x+1, h(x) =x—1"

Arquive Editar |Exibir| OpcGes Ferramentas Janela Ajuda

Mover
Arraste uf

Figura 103 - Protocolo da dupla D2 - Sesséo IV.

A aluna F disse: “Olha s, a reta estd passando no eixo do x, entdo

quando digitamos f(x) = x,g(x) =x+ 1,e g(x) = x — 1, isso quer dizer que 0 +1,

e 0 -1, sdo os valores em que a reta corta no eixo do x e no caso da atividade 1,

as retas cortam nos valores que x =2,x =0,ex = —2".

”
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€ GeoGebra
Amulvn Editar Exibir Opgdes Feramentas Janela Ajuda

Mover
'/ v Arraste um objeto selecionado (Esc)

) Ometns Livies y

@ fx)=x

@

L@ h(x)=x+2 5
Objetos Dependentes

Figura 104 - Protocolo da dupla D1 - Sesséo IV.

A aluna H disse: “Ah! Finalmente conseguimos! Isso é muito dificil, mas
esse GeoGebra ajuda muito, porque ndo precisamos desenhar grafico, pois o
processo é demorado”. Depois que elas digitaram as expressfes algébricas das
funcdes na janela de entrada, pedi para que abrir o menu ferramentas e habilitar

a opcéo janela de Algebra, para aparecer a expressao algébrica.

¢) Observe e compare os valores das coordenadaﬂ dos pontos da fungao y=fix) e y=g(x),
qual suas conclusoes?

O § el Tom oy Trovregy penkdd “maun
SO ¥o)

d) A fungfio que esta pontilhada no grafico é definida por y= x, a partir desta fungio,
quais sdo as respectivas leis das funcdes fe g7 F: 25
K-d= );MONWQMY\C)CMJ.})LW opole>
At >
e) Se (a, b) pertence ao grifico de f, entdo (b,a) pertence ao grafico f‘ (notacdo de
fungdo inversa). Essa afirmagio ¢ valida para as fungdes fe g apresentadas no grifico? %

O Mol Qua 1k
%W %Tcmumm(ﬂqu,l“me "e’f?/g/jl)p %@J‘

f) O que vocé entende por esta afirmagdo: * A reta y=x é chamada de bissetriz dos
quadrantes impares, e os graficos das fungdes fe g sdo simétricos em relagdo ao eixo a
reta y=x". Podemos dizer que as duas fungdies f e g inversas?

WWW VJ;“X.LO‘JMOV&’)WWWA%
loass

Figura 105 - Protocolo da dupla D2 - Sesséo IV.
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Ao analisarmos o dialogo entre a dupla D2 e também o0s seus protocolos,
observamos que, inicialmente, sentiram dificuldades para fazer a converséo do
registro grafico para o registro algébrico. Essa atividade € um fenbmeno de nao
congruéncia, pois o processo algébrico para fazer essa conversdo nado € tao
simples. Duval afirma que:

Geralmente, no ensino, um sentido de conversdo é privilegiado, pela
ideia de treinamento, num sentido estaria automaticamente treinando a
conversdo no outro sentido. Os exemplos propostos aos alunos séo
instintivamente escolhidos, evidentemente, nos casos de congruéncia.

Infelizmente esses ndo sdo os casos mais frequentes (DUVAL, 2003, p.
20).

Segundo Brolezzi e Barufi (2007), no Ensino Médio o estudo de algumas
funcBes elementares se restringe apenas a expressao algébrica, a mudanca de
registro é feita apenas em um unico sentido e dificilmente € dado o grafico de uma
funcdo para encontrar a sua expressao algébrica.

Acreditamos que essa abordagem em um Unico sentido pode ser um fator
que pode causar dificuldades na abstracédo do conceito de uma fungéo por meio
de outras representacoes.

Os processos do Pensamento Matematico Avancado, que podemos
destacar nesta atividade, foi o processo de visualizagdo, mudanca de
representacao, elaborar e testar conjecturas e a generalizagdo. Segundo Dreyfus,
0 uso do computador pode facilitar o desenvolvimento desses processos para que

ocorra a aprendizagem.

T
2)-a) Construa a fungdo f(x) = log, X e escreva na tabela abaixo alguns pontos
assinalados no grafico abaixo:

X

la(x)

B

oL
A
4
L

0]

y=f(x)
O
A
Qs
3
]
<]

Figura 7- Tabela de coordenadas de ponto da fungao definida por f

b) Construa o grafico da fungdo g(x) =2* e escreva alguns pontos assinalados no
gréfico na tabela abaixo:

N [y=g()
ﬁLQ & |
| o
fucfis g |
3 g |
4 16

Figura 8- Tabela de coordenadas de ponto da fungdo definida por g

Figura 106 - Protocolo da dupla D2 - Sesséo IV.



179

Em nossa analise a priori, previamos que os alunos observassem por meio
da tabela que se os pares ordenados (a, b) da tabela referente pertencem a
funcdo f definida por f(x) = log,x s&o os mesmos (b,a) que pertencem a
funcdo g definida por g(x) = 2*¥ e portanto sdo fungdes inversas. Essa
caracteristica de “Pensar ao contrario” ndo é automético [...]. (BROLEZI; BARUFI,

2007 p. 28)

Arquive Editar Exibir OpcBes Ferramentas Janela Ajuda

[ e

Objetos Livres
Joay=x

@ fix)=ld(x)
@ glx)=2*x 5
Objetos Dependentes

EBFENE
x

[

‘%’ Maover
.| Amaste um objeto selecionado (Esc)

Figura 107 - Protocolo da dupla D2 - Sesséo IV.

E desta forma a dupla D2 nédo percebeu inicialmente, mas a abstracdo do
conceito da funcdo inversa tornou-se possivel quando utilizou o software
GeoGebra pois digitou duas funcdes na janela de entrada do software em um

mesmo sistema cartesiano e concluiu que uma funcao € inversa da outra.

4.5.4.3. Anédlise do protocolo da dupla D3

Assim, como a dupla D1, para completar a tabela, a dupla D3 também
escreveu pontos que pertenciam as retas definidas pelas fungbes f e g e nédo

encontraram dificuldades para resolver os itens (a) e (b).
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Ve

Para encontrar a expressao algébrica das respectivas funcdes, utilizou o

x — 2. Deste modo, podemos dizer que esta dupla D3, fez a convers

o uso dos conhecimentos referentes a Geometria Analitica para resolver as
questBes, pois acreditAvamos que o fato dos alunos observarem o0s pares

Figura 108 - Protocolo da dupla D3 - Sesséo IV.

calculo de Determinantes e facilmente encontrou a expressdo y=x+2e
registro grafico para o registro algébrico. N

ordenados nas tabelas, seria o suficiente para conclu

definidas por f e g séo inversas.

y
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Responda:

a) Escreva as coordenadas dos alguns pontos da fungdo definida por f ' e
X y=f(x) p
[ = T e — =0
-2 [ © ‘ :g\\\ 72 0
0 —% 0 X %

-4

|
L2 [y |
o

=0
== (0 +0-uy-(ay+ax 7©)
Figura 5 - Tabela de coordenadas de Ponto da funglio f S, LI 'QY 2 21 =0 - X
-2 4+y-270
= LA
b) Escreva as coordenadas alguns pontos da funglo definida por g
X v= g(x)
-2 — 3 | —
t O | -
| o )
[ L2 |
; =il L |
$0: e e &
(unvo +4)- (-2y-2xr0)

~Yx 4412yt 24=0 (=)
—.‘génl.*y +X =0

ry _E(fX»:"L
o
7: )\‘:L

Figura 109 - Protocolo da dupla D3 - Sesséo IV.

No caso da dupla D3, a estratégia utilizada pela dupla, levou-nos a ter
como hipotese o fato de os alunos estarem estudando conceitos da Geometria
Analitica na época da aplicacdo desta atividade, a dupla observou que seria
possivel encontrar a equacédo da reta para a solucao da primeira questao.

c¢) Observe e compare os valores das coordenadas dos pontos da func¢do y=f(x) e y=g(x),

qual suas conclusdes?
o Qo Com Narss Trecodes

d) A fungdo que esta pontilhada no grafico é definida por y= x, a partir desta funcéo,
quais sdo as respectivas leis das fungoes fe g?

FSP/mL% © AeLirrmirner Ty }= e & 3,:1-&

e) Se (a. b) pertence ao grafico de f. entdo (b.a) pertence ao grafico f'(notagio de
funcio inversa). Essa afirmacdo é valida para as funcdes fe g apresentadas no grafico?

SN

f) O que vocé entende por esta afirmagdo: * A reta y=x é chamada de bissetriz dos
quadrantes impares, e os graficos das fungdes fe g sdo simétricos em relagdo ao eixo a

reta v=X"". Podemos dizer que as duas funcdes fe g inversas?
— i Tvrce & Wl Y=L +2
m@ %ﬁ(‘%ﬁh}@ Q«a&w P QC ch_ fuw-nu. a

L O vard ysx- Q - e oh Huldnos AE =Y,24 1o
reles oy 2 prcmas pone FDT"-:.AI,'{‘CS"‘QM

Figura 110 - Protocolo da dupla D3 - Sesséo IV.
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Ao utilizar o software GeoGebra, a estratégia utilizada para verificar se as

funcbes f e g séo inversas foi o recurso da Geometria, como também para

justificar as suas conclusées. Podemos verificar que houve uma conversao do

registro grafico para o registro figural.

£ GeoGebra - D3 Sessaod.ggb
Arquivo Editar Exibir Opces Ferramentas Janela Ajuda

’

ard

A
L ]
)

DREr R TEE

ard &) ard ard

2

<

ard

ard

¥

4.24

N =

Figura 111 - Protocolo da dupla D3 - Sesséo IV.

Para fazer a justificativa, utilizou o recurso da Geometria Plana; podemos

visualizar em um retangulo AEFD que a distancia entre AE e FD séo iguais e a

reta y = x intercepta AF e ED em pontos médios de AF e ED, portanto possuem

mesma distancia e desta forma concluiram que sao inversas. Os processos do

Pensamento Matematico Avancado envolvido foram o da visualizagéo,

observacéo e a generalizacao.
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c¢) Analise os graficos definidos pelas fun¢des fe g construidos utilizando o sofhvare
Geogebra e as coordenadas dos pontos que vocé preencheu nas tabelas nas figuras 11

e [2. Podemos dizer que as duas funcdes sdo inversas? Justifique a sua resposta.
7 - ‘ ;
b - "294 Xzl ddad = regs2
! AANIHYCD Ne )
hdv u porops Meyshey - il i) .

d) Com o auxilio do soffware Geogebra, construa outras funcdes exponenaais e
logaritmicas de mesma base e verifique se sio inversas. Justifique sua resposta.

—b quarda ‘%’32’;” ox_:lq_()a:g
MR 3:‘21' MI:L OH,:,L

Figura 112 - Protocolo da dupla D3 - Sesséo IV.

Ao analisarmos o protocolo acima, podemos concluir que a dupla D3
relacionou a funcdo logaritmica como a inversa da funcdo exponencial, e para
isso fez a conversdo do registro gréfico para o algébrico e comparou as
coordenadas das funcdes f definidas por f (x) = log, x para f(2) =1 e para a
funcéo g definida g(x) = 2* quando g(1) = 2. Portanto a funcao f tera um ponto
como coordenada (2,1) e no segundo caso tera como coordenada (1,2),

concluindo entdo que sdo funcdes inversas.

Podemos observar os processos do Pensamento Matematico Avancado

como a visualizacdo, comparacao e a generalizacao.

4.5.4.4. Sintese da Analise a posteriori da Sesséo IV

Nosso propdsito na Sesséo |V foi explorar por meio do registro de partida,
a representacao no registro grafico das fungdes, explorar os conceitos de simetria
e funcdo inversa para que os alunos pudessem concluir que a funcao logaritmica

é a inversa da funcéo exponencial.

A seguir apresentamos o quadro sintese de nossa analise a posteriori da

Sessao IV:



Sessao IV

Sintese dos Resultados

D1

D2

D3

Dificuldades
Encontradas

Registro de suas
conclusdes no
registro na lingua
natural.

Interpretacdo dos
enunciados,
converséao do
registro gréfico para
o registro algébrico.

Registro de suas
conclusdes no registro na
lingua natural.

Estratégia de
Resolucéao

Relacéo do
expoente da
variavel da
funcéo para
comparar com a
forma do gréfico.

Uso do software
GeoGebra,
visualizacdo das
coordenadas do
grafico para
encontrar as
expressdes
algébricas
correspondentes.

Uso do software
GeoGebra.

Aprendizagem e
conceitos

Compreenséo da
funcéo
logaritmica como
uma fungéo
inversa da funcéo
exponencial.

Relacdo com outros
conteudos
estudados como
equacdes da reta e
seus coeficientes,
compreensédo da
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Figura 113 - Sintese dos Resultados da anélise a posteriori da Sesséao IV.
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Percebemos que as trés duplas conseguiram fazer as atividades com o uso

de estratégias diferentes, e ndo previstas por nossa analise a priori. A Unica dupla
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que relacionou as coordenadas dos pontos de uma fungdo, com as coordenada
da sua inversa, foi a dupla D3. Este fato ocorreu apenas quando estiveram
observando o comportamento da funcdo logaritmica e a exponencial que foi a

estratégia esperada em nossa analise a priori.

Contudo, acreditamos que nosso objetivo foi alcancado, pois gostariamos
de mostrar que a funcéo logaritmica é a inversa da exponencial e todas as duplas
demonstraram ter abstraido essa nocédo, entretanto, sabemos que o conceito de
funcdo inversa € um conteudo complexo e deve ser mais explorado ao longo do

Ensino Médio, priorizando a conversao entre 0s registros de representacao.
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Capitulo V

CONSIDERACOES FINAIS

O presente trabalho teve como objetivo elaborar, aplicar e analisar uma
sequéncia didatica para o ensino de funcdo logaritmica utilizando o software
GeoGebra. Esse objetivo surgiu a partir das reflexdes sobre a relevancia do
Estudo de Func¢Bes que permeia a trajetoria dos estudantes durante a Educacgéo
Bésica e no entanto existem muitos problemas de ensino e aprendizagem deste
tema conforme resultados de pesquisas realizados por Bianchini e Puga (2006) e
Nasser (2009).

O estudo das Func¢Bes € um campo amplo e para a delimitacdo do tema,
escolhemos a funcéo logaritmica como objeto de estudo. As nossas questfes de
pesquisa que nortearam o desenvolvimento desta pesquisa, foram: 1) Os alunos
com a sequéncia didatica proposta neste trabalho conseguem reconhecer alguns
elementos fundamentais para o estudo da funcéo logaritmica, tais como dominio,
imagem e o esboco do grafico? Em que medida? Quais as dificuldades
encontradas? Quais avancos percebidos? 2) O uso do software GeoGebra como
estratégia didatico-pedagdgica no estudo das funcdes exponenciais e logaritmicas

contribuiu ou ndo para a aprendizagem dos alunos?

Em busca de caminhos que pudessem ajudar a responder essas questoes,
utilizamos a Teoria dos Registros de Representacdo Semidtica descrita por Duval.

Para a construcdo da sequéncia procuramos escolher atividades que
contemplassem a articulacdo de mais de um registro de representacao semiética.
O contetido de uma depende mais do registro de representacdo do que

do objeto representado. Porque passar de um registro de representacao

a outro ndo é somente mudar de modo de tratamento, € também explicar

as propriedades ou os aspectos diferentes de um mesmo objeto. Vemos,

entdo, que duas representacdes de um mesmo objeto, produzidas em

dois registros diferentes, ndo tém de forma alguma o mesmo contelido
(DUVAL, 2003, p. 22).

Concordamos com Duval (2003) que a compreensao matematica esta

intimamente ligada ao fato de dispor de ao menos dois registros de representagao
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diferentes. E a articulacdo desses registros constitui uma condicdo de acesso a

compreensao em matematica.

Entendemos que o professor de Mateméatica, ao propor atividades aos
seus alunos necessita ter conhecimentos de quais processos cognitivos podem
favorecer a aprendizagem, e como apresentar aos estudantes contetdos
matematicos que possibilitem o desenvolvimento desses processos e contribuam
com a aprendizagem. Procuramos propor atividades que possibilitassem o
desenvolvimento dos Processos do Pensamento Matematico Avancado a luz de
Dreyfus (1991)

O autor afirma que tais processos ndo estdo presentes apenas na
Matematica Avancada. Muito desses processos ja estdo presentes no
pensamento da crianca sobre conceitos matematicos elementares. Dreyfus
salienta que:

Uma caracteristica distintiva entre o Pensamento Avancado e o
Elementar é a complexidade e como se lida com eles. Os conceitos
avangados, como anéis e grupos de Lie, sdo provavelmente muito
complexos. A distingdo esta em como essa complexidade é gerenciada.
Os processos mais poderosos sdo aqueles que permitem desenvolver a
capacidade de abstrair e representar. Por meio de abstracbes e

representacdes, pode-se mover de um nivel de detalhe a outro e assim
gerenciar a complexidade®. (DREYFUS, 1991, p. 26 tradugdo nossa)

A coordenacdo entre o0s registros de representacdo semidtica e a
possibilidade de propor atividades que favorecam os processos do Pensamento
Matematico Avancado como: generalizacdo, representacdo e abstracdo, bem
como, as escolhas das atividades, o uso das tecnologias como estratégia
didatico-pedagdgica contribuiram para a construcdo da sequéncia didatica e a

analise dos resultados.

Para tanto foi utilizada como referéncia para a escolha das atividades que
integrou a nossa sequéncia algumas Situa¢gfes de Aprendizagens apresentadas

no Caderno do Professor de Mateméatica do 1° ano do Ensino Médio volume 3

%% One distinctive feature between advanced and elementary thinking is complexity and how it is
dealt with. Advanced concepts, such as rings or Lie groups, are likely to be very complex. The
distinction is in how this complexity is managed. The powerful processes are those that allow one
to do this, in particular abstracting and representing. By means of abstracting and representing,
one can move from one level of detail to another and thus mange the complexity.
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(SAO PAULO, 2009). Embora haja clareza de que os autores ndo possuem a
obrigagdo de propor atividades que favorecam a mudanca de registro de
representacdo semiotica, fizemos algumas alteracdes que julgamos necessarias

para que tais atividades possibilitassem as mudancas de registros.

Este material foi distribuido aos professores pela Secretaria Estadual da
Educacido do Estado de S&o Paulo e foi implementado no ano de 2008. E
norteado pela Proposta Curricular do Estado de S&o Paulo com objetivo de
unificar os contetudos a serem trabalhados por todos os professores da rede
estadual e faz parte integrante do projeto “Sao Paulo Faz Escola”. Neste
contexto obedecemos a sequéncia de conteudos proposta pelos autores do
documento, ou seja, iniciamos o0 estudo por meio da poténcia e funcao
exponencial, estudo dos logaritmos como um expoente e finalmente a funcao

logaritmica como a inversa da fung¢édo exponencial.

A organizacdo da nossa pesquisa foi norteada pelos pressupostos da
Engenharia Didatica (ARTIGUE; DOUADY; MORENO, 1995). Tal metodologia tem
quatro fases, a fase preliminar em que fizemos o levantamento da literatura,
leitura dos documentos oficiais, sondagem dos conhecimentos prévios dos alunos
que participaram da pesquisa. Como analise a priori, fizemos um estudo das
possiveis estratégias de solucdo que os alunos poderiam utilizar e dificuldades
que poderiam aparecer. Realizamos a fase da aplicacdo, e confrontamos o0s

resultados das analises a posteriori com a andlise a priori.

Inicialmente fizemos um levantamento das pesquisas realizadas sobre
funcdo logaritmica, e segundo Ardenghi (2005), existem varias producdes
académicas no que diz respeito aos conceitos iniciais de funcao, funcédo afim e

funcdo quadratica.

De fato, foi constatado pelas pesquisadoras Bianchini e Puga (2006) e
Nasser (2009), que embora o estudo das fun¢des seja um topico muito abordado
no Ensino Médio, os estudantes chegam a Universidade sem compreender os
conceitos basicos das fungdes como dominio, imagem, além de reconhecerem no

registro grafico apenas func¢des definidas por retas e pardbolas.
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O ensino da fungéo logaritmica muitas vezes é deixado de ser ensinado no
Ensino Médio pelo fato de ndo ter tempo suficiente durante o ano letivo ou
motivos diversos. Tal fato foi constatado nas pesquisas de Karrer (1999), Ferreira
(2006), Saldanha (2007) e Lima (2009).

As dificuldades de aprendizagem pelos alunos, apontadas pelos
pesquisadores citados acima foram semelhantes aos nossos resultados.
Podemos elencar algumas delas: uso das propriedades das poténcias, tratamento
no registro algébrico e numérico das equacdes exponenciais e logaritmicas,
interpretacdo de situacdes-problema e reconhecimento de uma funcéo logaritmica

no registro grafico como registro de partida.

Em relacdo aos documentos oficiais que fizemos a leitura, estes sugerem
que o ensino da funcado logaritmica seja apresentado como a funcéo inversa da
exponencial, e possibilite aos alunos uma discussdo das caracteristicas destes
modelos exponenciais e logaritmos, 0 crescimento apresenta uma taxa de
variacdo que depende do valor da funcdo em cada instante. Ndo é recomendado
o trabalho exaustivo dos logaritmos e das equacbes exponenciais. E proposto o
trabalho com situacao-problema de aplicacdo em outras areas do conhecimento,

como a Quimica, Fisica, Matematica Financeira (BRASIL, 2006).

Participaram da nossa pesquisa 6 alunos do 3° ano do Ensino Médio que
realizaram seus trabalhos em duplas que denominamos dupla D1, D2 e D3. A

sequéncia didatica foi organizada em quatro sessfes que duraram 8 encontros.

Durante os encontros observou-se que os alunos estiveram motivados e
foram responséaveis, porque se mostraram assiduos no periodo em que
realizamos as sessdes, pois como ja relatamos, esses encontros aconteceram
fora do periodo de aula. Perguntamos a esses alunos o que 0s motivou a
participar dos encontros e todos enfatizaram que era mais uma oportunidade de
aprendizado, e muitas vezes durante as aulas devido ao grande numero de

alunos fica mais dificil de realizar discussodes e, de fato, aprender matematica.

Em relacdo a nossa primeira questdo de pesquisa, percebemos que
inicialmente os alunos desconheciam noc¢des sobre dominio, imagem de uma

funcé@o e relataram que sé haviam estudado as fungbes afim e quadratica. No
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decorrer das sessfes percebemos que as duplas foram evoluindo, as discussdes
entre as duplas favoreceram o levantamento de hip6teses sobre 0 comportamento
do grafico da funcdo, do dominio e da imagem. No protocolo da dupla D1,
percebemos que a ela compreendeu o conceito de dominio e imagem da funcéao.

A dupla D1 ressaltou a importancia da visualizacdo para a compreensao
deste conceito, pois as duplas relataram que quando estavam no 1° ano do
Ensino Médio nao entendiam o que era “explicitar o dominio de uma func¢éo, caso
ele exista”, segundo estes alunos, as perguntas eram feitas apenas por meio de

expressoes algébricas.

Acreditamos que a partir do momento que usamos a calculadora cientifica
para testar hipoteses e utilizamos o software GeoGebra facilitou a compreensao

desses conceitos.

O uso do software GeoGebra como uma estratégia didatico-pedagogica
contribuiu para a aprendizagem destes alunos. Todas as duplas destacaram a
importadncia da visualizacdo do grafico da funcdo no software, além da

possibilidade de testar outras funcées de modo dinamico e rapido.

Na Sesséo IV a aluna H disse: “Ah! Finalmente conseguimos! Isso é muito
dificil, mas esse GeoGebra ajuda muito, porque nao precisamos desenhar grafico,

porque processo é demorado”. (dupla D1)

De modo geral podemos dizer que as principais dificuldades que surgiram
foram no tratamento numérico e algébrico, principalmente no momento em que foi
solicitado para completar as tabelas, pois eram necessarios conhecimentos
prévios sobre as propriedades das poténcias. Esse fato nés ja haviamos
constatado ao ler as pesquisas realizadas sobre esta tematica. Outra dificuldade
gue podemos ressaltar foi a justificativa no registro da lingua natural, a dupla D1
foi muito enfatica em dizer que: “ Nas aulas de matematica em geral, ndo somos
motivados a justificar as nossas conclusdes com palavras, mas apenas com

numeros” ( dupla D1).

A dificuldade da converséo do registro grafico para o registro algébrico foi
um fator importante. Esse fato se deve a heterogeneidade dos dois sentidos de

conversao. Duval afirma que nem sempre a conversao acontece quando se
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invertem os registros de partida e de chegada. “O que parece conduzir contrastes
muito fortes de acerto quando se inverte o sentido de conversao” (DUVAL, 2003)

e salienta que:

Geralmente no ensino, um sentido de converséao € privilegiado, pela ideia
de que o treinamento efetuado num sentido estaria automaticamente
treinando a conversdo no outro sentido Os exemplos propostos aos
alunos sdo instintivamente escolhidos, evidentemente nos casos de
congruéncia. (DUVAL, 2003, p.20).

Percebemos este fato principalmente na Sesséao Il, no momento em que foi
solicitado para relacionar a expressao algébrica no registro de partida com o
registro grafico no registro de chegada.

Os avancos dos alunos foram claramente destacados na Sesséo IV, pois
cada dupla utilizou uma estratégia diferente para descobrir a expressao algébrica
das funcdes a partir do registro de partida no registro grafico e realizaram a

conversao do registro grafico para o registro algébrico.

Essas estratégias nos surpreenderam, pois foi diferente do que previmos
em nossas analises a priori, esperdvamos que o0s alunos observassem as
coordenadas de alguns pontos que pertenciam as retas que propomos e as
observassem, para compreender o conceito de funcdo inversa, no entanto,
quando os alunos utilizaram o software GeoGebra, as estratégias foram diversas,
utilizaram recursos de tentativa e erro, recurso da Geometria e o célculo de

Determinantes estudados em Geometria Analitica.

Esses avancos para nos foram de fato relevantes. Pois sabemos que a
compreensao da funcéo inversa € complexa e muitas vezes utilizamos apenas o

registro algébrico como estratégia de ensino.

Dreyfus defende de que o uso do computador como ambiente de
aprendizagem utilizando diferentes representacdes de um mesmo conceito pode
contribuir para estabelecer relagcdes entre elas e ao surgimento de ideias para a
formacdo de conceito que podemos chamar de processos de investigacao.

Acrescentamos gque o uso da calculadora cientifica também contribuiu para
o desenvolvimento dos processos de investigagao, mudancga de representacao,

generalizacao e abstracao.
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.Na Sessao lll, percebemos que a dupla D1 utilizava a calculadora como
ferramenta, pois notamos que ndo houve conferéncia dos resultados na tabela
anterior. Perguntamos aos alunos como eles usavam a calculadora cientifica nas
aulas, e responderam que era somente para resolver os calculos, mas nunca
retornavam a questdo para verificar se o resultado estava correto. Ou seja, a

calculadora foi utilizada como ferramenta de validagéo dos resultados.

Percebemos a falta do uso da calculadora para testar e validar conjecturas

e sim, apenas como uma ferramenta sem uma reflexado dos resultados.

Ainda nesta Sessdo ao propor uma situacdo-problema que era necessario
0 uso dos logaritmos, “qual € o valor do expoente n para que se tenha 10" = 2007,
apos longas tentativas de erros e acertos os alunos encontraram o valor do
expoente necessario para responder a questdo 10™ = 200. Houve um momento
de entusiasmo pelas duplas e acreditamos que situacbes como esta podem

propiciar a aprendizagem por investigagdo, que € um dos processos do
Pensamento Matemético Avangado.

E quando apresentamos a tecla log, disseram: “Ah professora, essa tecla é

fantastica, pois calcula os valores dos expoentes”. (dupla D1)

A dupla D3 foi testando véarios valores na calculadora (utilizaram uma
calculadora on-line), ndo usou regra de arredondamento, porque queria saber
quantas casas decimais o0 numero poderia ter, e concluiu que “NUNCA” iria ser
200, mas o resultado estava muito proximo. Com relacéo a tecla log disseram ser

“fantastica, pois nao precisa ficar testando numeros”.

E neste momento relatamos um pouco a histéria da invencdo dos

logaritmos e os impactos desta descoberta na sociedade cientifica da época.

A dupla D3 relatou que achou a Sessao Il “muito dificil”, mas que aprendeu
um pouco sobre os logaritmos. As dificuldades relatadas pela dupla foram em

fazer suas justificativas no registro da lingua natural.

Na Sessao lll, ao observarmos o comportamento das duplas frente as
questbes, suas discussbes e seus registros, percebemos que houve muita

dificuldade em relacdo ao tratamento no registro numérico, dificuldades em
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interpretar os enunciados. Contudo, percebemos que as duplas conseguiram
generalizar as propriedades dos logaritmos e relataram que de fato, fazer
operacbes como a soma e subtracdo de logaritmos € muito mais facil do que
utilizar a multiplicacdo e divisdo. Relataram que o matematico Napier “foi

fantastico em sua invengao”.

Processos como intui¢cdo, observacéo, investigacao, descritos por Dreyfus
(1991) ajudaram Napier na invencédo dos logaritmos, e outras descobertas por

outros cientistas ao longo da historia da Matematica.

Como citado na introduc&o deste trabalho, concordamos com o autor Avila
(2007) o qual sugere que a cada novo tépico a ser ensinado, o professor sempre
que possivel, justifique a relevancia daquilo que se ensina, trazendo
frequentemente para suas aulas, histérias, problemas e questfes interessantes
da historia da Matemética, de forma a favorecer ao aluno uma crescente

admiracéo pelo largo alcance da Matematica.

Como uma andlise critica deste trabalho, 0 nosso obijetivo foi o ensino da
funcao logaritmica, e utilizamos a ordem dos contetdos proposta no Caderno do
Professor de Matematica do 1° ano do Ensino Médio volume 3 (SAO PAULO,
2009).

Notamos que independente dos alunos possuirem conhecimentos sobre
poténcias e a funcdo exponencial, este fato ndo interferiu nos resultados que
apresentamos da Sessao Il e Sessdo IV em que o nosso foco foi 0 ensino dos
logaritmos. Essa sequéncia de ensino de apresentar primeiro a funcéo
exponencial e depois definir a funcdo logaritmica é uma abordagem que
encontramos nos livros didaticos do Ensino Médio, como relataram Karrer (1999),
Ferreira (2006), Lima (2009) ao fazer analise de livros didaticos. A impressao que
temos é que para aprender funcdo logaritmica, € necessario ter conhecimento
prévio da funcéo exponencial e este caminho exige o conhecimento prévio do que

seja poténcia com expoente real qualquer.

Contudo, segundo autores com Maor (2008) e Eves (2008) a invencao dos

logaritmos surgiu antes do conceito de funcdo e somente ap0s muito tempo é que
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a funcdo logaritmica foi relacionada com a ideia da quadratura da hipérbole e
posteriormente com o método de integracao.

Voltando a nossa problematica inicial, que segundo Bianchini e Puga
(2006) e Nasser (2009) apontam que os alunos chegam ao Ensino Superior sem
0s conhecimentos basicos das funcdes, temos a seguinte indagacéo: Se o0 ensino

da funcéo logaritmica for apresentado no Ensino Médio a partir da relagédo entre a
area da curvatura de uma hipérbole definida por y = ;1 e com isto introduzir o

logaritmo natural poderiamos diminuir as dificuldades dos alunos na

aprendizagem desta funcéo?

Desta forma, sugerimos pesquisas futuras sobre esta temética em
investigar o ensino desta fun¢éo no Ensino Médio.

Como reflexdo da nossa prética, ao realizar esta pesquisa percebemos o
quanto é trabalhoso elaborar uma sequéncia didatica e planejar estratégias de
ensino com objetivos previamente estabelecidos. Percebemos que o uso apenas
de materiais pedagdgicos e livros didaticos em que 0s exercicios estdo prontos
ndo é suficiente para contribuir para a aprendizagem. E necesséario que o
professor escolha situagdes-problema que contemplem situa¢des que possibilitem
aos alunos a oportunidade para investigar, elaborar e testar hipoteses, conjecturar

e assim tornar possivel a generalizacao e abstracdo de um conceito matematico.

Para tanto concluimos o quanto a formacdo continuada do professor é
importante, pois contribui para 0 nosso crescimento profissional e

consequentemente refletird na aprendizagem dos nossos alunos.

Como pesquisadora esperamos que a leitura deste trabalho apresentado
possa contribuir para novas pesquisas na Educacdo Matematica e para a reflexao

da pratica docente dos colegas professores de Matemaética.
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ANEXOS

Anexo | - Autorizacao para a realizagéo da Pesquisa

Termo de autorizacéo

Eu, RG autorizo a
professora Adriana Tiago Castros dos Santos, a utilizar parcial ou integralmente,respostas a
questionarios ou gravagdes de meu (minha) filho (a) para

fins de pesquisa cientifica, podendo divulga-las integral ou parcialmente em publica¢bes,
congressos e eventos da area com a condi¢cdo de que o nome do meu (minha) filho (a) séo sera
citado em hipotese alguma. Abdicando direitos meus e de meus descendentes, subscrevo o
presente termo.

Itaquaquecetuba, maio de 2010

Assinatura do responsavel legal
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Anexo Il - Autorizacao para arealizacao de Pesquisa Académica

Termo de autorizacéo

A
Excelentissima Diretora da Escola Estadual Prof2 Vera Lucia Leite da Costa

Venho por meio de este solicitar vossa autorizacdo para que eu, Adriana Tiago Castro
dos Santos, aluna regularmente matriculada no curso de Mestrado Académico do Programa de
Estudos Po4s-Graduados em Educagdo Matematica da PUC/SP, possa desenvolver parte da
minha pesquisa de Mestrado, junto aos alunos do Ensino Médio do periodo Noturno desta unidade
Escolar.

A atividade consiste em encontros semanais fora do periodo vespertino, no laboratério do
“acessa escola” com entrevistas e pesquisas direcionadas, com o objetivo de realizar uma
sequéncia didatica sobre o tema Fungdes Logaritmicas utilizando o software Geogebra.

Informo que estou providenciando junto aos responsaveis dos alunos para que estes
participem dessa pesquisa.

Desde ja, agradeco a vossa compreensao e me disponho para quaisquer esclarecimentos
caso seja necessario.

Itaquaquecetuba, maio de 2010

Atenciosamente

Adriana Tiago Castro dos Santos



