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Capitulo 1

Conjuntos

1.1 Nogao de conjunto
A nogao de conjunto, fundamental na Matematica de nossos dias, nao é suscetivel de definicao
precisa a partir de nogoes mais simples, ou seja, é uma nocao primitiva.

Intuitivamente, por “conjunto” entenderemos qualquer cole¢do bem definida de objetos dis-
tinguiveis, ndo importando sua natureza. Os objetos que constituem um conjunto sdo chamados
de elementos do conjunto.

Exemplo:
1. No conjunto das vogais do alfabeto, cada uma das vogais é um elemento;
2. No conjunto dos alunos de uma disciplina, cada um dos alunos ¢ um elemento;

3. Uma reta pode ser considerada um conjunto dos pontos, neste caso cada ponto dessa reta
é um elemento do conjunto.

E costume denotar conjuntos usando letras maitsculas e seus elementos por letras mintsculas.
Por exemplo: o conjunto A cujos elementos sao a, b e ¢, serd representado pela notacdo:

A={a,b,c}

que deve ser lida: “A é o conjunto cujos elementos sao a, b e ¢ 7. Observe que os elementos
vern ser r r virgu imi r ves.
devem ser separados po las e delimitados por chaves

Também é um costume dos matematicos denominar conjuntos por “letras significativas”, ou
seja, letras que tenham algum tipo de ligacao com os elementos do conjunto.

Exemplo:

1. O conjunto das letras da palavra ‘Matematica’: L = {m,a,t, e,i,c}. Aqui foi escolhida a
letra “L” por lembrar a palavra “letras”, mas M também teria sido uma boa escolha;

2. O conjunto das vogais do alfabeto portugués: V = {a, e, i,0,u};
3. O conjunto dos meses do ano com 30 dias: 7" = {Abril, Junho, Setembro, Novembro}.
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6 CAPITULO 1. CONJUNTOS
1.2 Relacao de pertinéncia

Para indicar que um elemento z pertence ao conjunto A, escrevemos
T €A,

e para indicar que um elemento y nao pertence ao conjunto A, escrevemos

y & A

Com o mesmo significado de x € A, escreve-se A 3 z, que se 1&: “A contém z”. Também
podemos escrever A Z x que se 1&: “A ndo contém x”.

Observacao: Ao colocarmos um trago obliquo sobre um simbolo produzimos um novo simbolo
cujo significado é a negacdo do primeiro. F o que acontece com o simbolo # (diferente de)
conhecido de todos, e agora com os simbolos ¢ e # (ndo pertence e ndo contém).

Quando dois ou mais elementos pertencem a um mesmo conjunto é bastante comum listé-los
e usar apenas um simbolo de pertinéncia. Por exemplo, a notagdo a,b,c € A significa que os
trés elementos pertencem ao conjunto A, ou seja, a € A, b€ Aece A.

Um elemento particular de A é um elemento especifico desse conjunto, o qual pode ser
distinguido dos demais por sua natureza ou defini¢do. Ao contrario, um elemento arbitrario de
A é um elemento do qual nada se supde, salvo sua pertinéncia ao conjunto A.

Exemplo: Counsidere o conjunto A = {1,2,3,4,5}, entao:
le A, 2€A, 6¢ A, 3,45€A.

Os numeros 2 e 4 sdo elementos particulares de A. Quando queremos nos referir a um elemento
genérico de A escrevemos: “seja x € A um elemento qualquer” ou “seja x um elemento arbitréario
de A.

1.3 Familia de conjuntos

Um conjunto cujos elementos também sao conjuntos é chamado de familia de conjuntos. Por
exemplo,

F= {{2,3}7{2},{5,6,7}}

é uma familia de conjuntos, cujos elementos sao {2,3}, {2}, e {5,6,7}. Neste caso
{2,3} e F, {2}eF e {5,6,7}€F

Note que 2 ¢ F e 5 ¢ F| pois os elementos de F' nao sdo nimeros, sdo conjuntos!

Uma reta € um conjunto de pontos e, portanto, um conjunto de retas pode ser considerado
uma familia de retas.

Também faz sentido considerar um conjunto no qual alguns elementos sdo conjuntos e outros
nao. Por exemplo: F' = {{2,3},2,{5}} Aqui

{2,3}eF, 3¢F, 2¢F, {2}¢F, {b}eF e 5b¢F



1.4. CONJUNTO UNIVERSO 7
1.4 Conjunto universo

Chama-se conjunto universo (ou apenas universo de uma teoria) o conjunto de todos os
elementos que sao considerados no estudo de uma teoria.

Por exemplo: em Aritmética o universo pode ser conjunto de todos os nimeros inteiros e em
Geometria o universo pode ser o conjunto de todos os pontos de um plano ou do espaco.

O universo também é chamado de dominio e vamos representé-los pela letra U.

1.5 Conjuntos numéricos

Os seguintes conjuntos numéricos sao particularmente importantes na Matematica e serdo
extensivamente usados em nossos exemplos:

e Conjunto dos nimeros naturais N = {1,2,3,4,5,...};
e Conjunto dos numeros inteiros Z = {0,+1,£2,+3,...}ouZ ={...,-3,-2,-1,0,1,2,3,...};

e Conjunto dos nimeros racionais Q, é conjunto de todos os numeros que podem ser escritos
como o quociente de dois nimeros inteiros, ou seja, que podem ser escritos na forma p/q
com p,q € Z e q# 0;

e Conjunto dos nimeros reais R cujos elementos sao todos os nimeros racionais e irracionais
(ndo racionais);

e Conjunto dos nimeros complexos C cujos elementos sao todos os nimeros da forma a + b,
coma,beRet=+—1.

1.6 Determinacao de um conjunto

Dizemos que um conjunto A é dado ou definido num universo U, quando se conhece um
critério que permita decidir se um elemento pertence ou nao pertence ao conjunto A (devendo
verificar uma e somente uma destas duas possibilidades).

H4 duas maneiras de dar ou definir um conjunto num determinado universo:

1. Enumerando individualmente todos os elementos que pertencem ao conjunto.

Neste caso dizemos que o conjunto esta definido por enumeragdo ou extensao. Num con-
junto definido por enumeracao, a ordem dos elementos é indiferente e cada elemento deve
figurar somente uma vez.

2. Enunciando um critério de pertinéncia que é satisfeito por todos os elementos do conjunto
e somente por esses elementos.

Este critério de pertinéncia consiste em uma ou mais condicdes que os elementos do con-
junto devem satisfazer.

No universo U, o conjunto A dos elementos x que verificam a condigao p(z) (ou possuem
a propriedade p(z)),é indicado pela notagao:

A={z:zclUep(z)} ou A={recl:px)}
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Caso os elementos do conjunto A precisem verificar mais de uma condic¢do, por exemplo,
p(x) e g(x) simultaneamente, podemos escrever:

A={z el :p(x)eq(x)}

Quando nao ha risco de ambiguidade, pode-se suprimir a indicacao do universo U nas defi-
ni¢oes dos conjuntos escrevendo-se apenas:

A={z:p)} ou A={z:p()eqlz))
Exemplo:

1. A:{xENl‘<5}:{1727374}7
2. B={reN:x<20exéprimo};

3. C={x €Z:x édivisivel por 5};

1.7 Conjunto unitario

Chama-se conjunto unitario todo o conjunto constituido de um tunico elemento. Quando
A = {a} dizemos que A ¢ o conjunto unitario determinado pelo elemento a.

Importante: note que uma coisa é um conjunto unitario e outra coisa é o elemento que o
determina. Dessa forma: 3 € {3} é o correto e a notagdo 3 = {3} nao faz sentido.

Exemplo:

1. P={zeN:z+1=3} ={2}

2. Q={zeR:2? =0} ={0};

1.8 Conjunto vazio

Considere o conjunto A = {x € R : 22 < 0}. Note que nio existe namero real que satisfaca
a condicdo z? < 0, logo essa é uma condicio impossivel.

O conjunto dos elementos que verificam uma condi¢do impossivel é um conjunto sem ele-
mentos, portanto convencionaremos chama-lo de conjunto vazio. Trata-se de uma convencao
Matematica que amplia o significado usual da palavra conjunto.

A notacao usual para o conjunto vazio é &.

Exemplo:

1. A={reR:2’°<0}=0

22 R={zeNiz=zx+1} =02
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1.9 Conjuntos finitos e infinitos

Uma correspondéncia entre os conjuntos A e B é univoca de A para B se para cada elemento
de A corresponder um tunico elemento de B. Dizemos que a correspondéncia é biunivoca, se ela
for univoca tanto de A para B como de B para A. Em outras palavras, uma correspondéncia é
biunivoca se: para cada elemento de A corresponde um tnico elemento de B e, reciprocamente,
para cada elemento de B corresponde um tnico elemento de A.

Dizemos que um conjunto A é finito quando, para algum n € N, existir uma correspondéncia
biunivoca entre o conjunto A e o conjunto dos n primeiros nimeros naturais.

Por exemplo, é ficil estabelecer uma correspondéncia biunivoca entre o conjuntos:

A={zx€Z;z| <2} e {1,2,3,4,5}

Para completar nossa definicdo, assumimos que o conjunto vazio é finito e possui zero ele-
mentos. Finalmente, diremos que um conjunto é infinito quando ele nao for finito.

Usaremos a notacao n(A) para designar o namero de elementos de um conjunto finito A.
Note que:

o A vazio = n(A) =0;

e A finito e néo vazio = n(A) =n € N.

Para representar um conjunto finito, com um ntimero nao determinado de elementos, usamos
trés pontos ente virgulas, por exemplo:

{a,b,c,...,m}.

E para representar conjuntos infinitos, listamos uma quantidade representativa de seus ele-
mentos colocando de trés pontos entre a dltima virgula e a chave que delimita o conjunto, por
exemplo:

{1,2,3,4,...}

No paragrafo acima o termo “quantidade representativa” deve ser entendido como “uma
quantidade de elementos suficiente para caracterizar qual propriedade um elemento deve possuir
para estar nesse conjunto”.

Por exemplo: quando escrevemos P = {2,4,6,8,...} e R = {2,3,5,7,11,...}, presume-se
que P seja formado pelo niimeros naturais pares e que R seja o conjunto dos niimeros primos.

Também é comum encontrar a notacdo Z = {...,—2,—1,0,1,2,...} para indicar que o
conjunto dos nimeros inteiros tem uma infinidade de elementos “nas duas dire¢oes” (positiva e
negativa).

Para indicar que um conjunto finito possui exatamente k elementos (sendo k um numero
natural qualquer) pode-se escrever

{a1,a2,as,...,a;}.

1.10 Notagoes especiais para alguns conjuntos numéricos

Excluindo o zero:
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Os conjuntos numéricos Z*, Q* e R* sdo obtidos a partir dos conjuntos numéricos Z,Q e R
excluindo-se o zero. Portanto:

Z*={x €Z:x+#0}, Q"={zeQ:2#0} e R'={zreR:z#0}.

Nao Negativos:

Os conjuntos numéricos Z, Q4 e Ry sdo obtidos a partir dos conjuntos numéricos Z,Q e R
considerando-se apenas os elementos nao negativos (ou seja, maiores ou iguais a zero). Portanto:

Zy ={x€Z:x >0}, Qi ={z€Q:2>20} e Ry={reR:z=>0}

Nao Positivos:

Os conjuntos numéricos Z_,Q_ e R_ sdo obtidos a partir dos conjuntos numeéricos Z,Q e R
considerando-se apenas os elementos nao positivos (ou seja, menores ou iguais a zero). Portanto:

7 ={x€Z:2 <0}, Qo-={z€Q:2<0} e R_={zeR:z<0}

Combinando notacgoes:

Também é comum considerar conjuntos numéricos nao positivos, ou ndo negativos, sem o
zero, para isso usaremos as notagoes:

7, ={xe€Z:x>0} =N, Q, ={zecQ:z >0}, RY ={z cR:z >0},
ZF ={relZ:x <0} QL ={xr€Q:2 <0}, R* ={zeR:z <0}

Observacgao: Note que nos conjuntos acima foi usado o simbolo = em vez do simbolo de
igualdade = . Este é um simbolo de definicao bastante comum em textos de Matematica. A
expressao A = {a,b,c} significa que o autor passard a denominar por A o conjunto {a,b,c}.
Alguns autores também usam o simbolo := com esse mesmo significado.

1.11 Representagao geométrica dos niimeros reais

Os nfiimeros reais podem ser representados geometricamente pelos pontos de uma reta, cha-
mada reta real. Escolhe-se um ponto O para representar o ntimero real zero e um outro ponto A,
a direita de O, para representar o numero real 1. Usando a distancia entre A ¢ O como unidade
de medida, a todo ponto da reta real corresponderd um dnico niimero real e, inversamente, a
todo ntmero real corresponderd um tdnico ponto dessa reta. Em outras palavras, hd uma cor-
respondéncia biunivoca entre o conjunto R dos ntimeros reais e o conjunto dos pontos da reta
real.

Os ntimeros reais a direita do zero (que estao do mesmo lado que o 1) formam o conjunto
R* dos ntmeros reais positivos, ji os ntimeros reais a esquerda do zero formam o conjunto R*
dos nimeros reais negativos. O nimero 0 nao é positivo nem negativo.

1.12 Intervalos limitados em R

Sejam a e b dois ntmeros reais, com a < b. Chamamos de intervalo fechado de extremos a e
b o conjunto [a, b] formado por todos os niimeros reais x tais que a < x < b, ou seja,

(0,0 = {2 € Rja < = < b)
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De forma anéloga definimos os seguintes conjuntos:

e intervalo semi-aberto & direita de extremos a e b: [a,b) = {r € R;a < x < b}
e intervalo semi-aberto a esquerda de extremos a e b: (a,b] = {x € R:a <z < b}

e intervalo aberto de extremos a e b: (a,b) ={r € R:a < x < b}

Em algumas situacoes particulares, pode ser interessante retirar a exigéncia a < b. Neste
caso vamos nos deparar com algumas situacdes incomuns, por exemplo:

e No caso em que b = a, obtemos o intervalo fechado degenerado [a, a] = {a}. Essa situagao
ocorre em varias demonstracoes da Anélise Matemaética na qual se usa o “Teorema dos
Intervalos Encaixados”.

e Também no caso em que b = a, teremos (a,a) ={r € Rz <aezx >a} =, [a,a) =2
e (a,a] =9 .

e Para b < a, os intervalos limitados [a,b], [a,b), (a,b] e (a,b) serdo todos vazios.

Para ajudar na compreensao desses exemplos abstratos, pense em alguns exemplos numéricos.

Para concluir, convém observar que todos os intervalos limitados, com a < b, sdo conjuntos
infinitos, ou seja, cada um deles tem uma infinidade de elementos.

1.13 Intervalos nao-limitados em R

Seja a um numeros real qualquer. Chamamos de intervalo fechado ilimitado a direita de
origem a o conjunto [a, +00) formado por todos os niumeros reais z tais que = > a, ou seja,

[a,+00) ={rxr €eR:x >a}
De forma anéloga definimos os seguintes conjuntos:

1. intervalo fechado ilimitado a esquerda de origem a: (—oo,a] = {x € R: z < a};
2. intervalo aberto ilimitado a direita de origem a: (a,+00) ={x € R: x > a};
3. intervalo aberto ilimitado a esquerda de origem a: (—o0,a) ={z € R:x < a};

4. intervalo aberto ilimitado a esquerda e a direita: (—oo,400) = R.
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Capitulo 2

Igualdade e inclusao

2.1 Igualdade de conjuntos

Apesar de ja termos usado o simbolo de igualdade previamente nesse texto e de todos nos
termos uma ideia intuitiva do que devam ser conjuntos iguais, daremos uma definicdo precisa
desse conceito e estudaremos suas propriedades com um pouco mais de cuidado.

Definicao 2.1. Dizemos que 0s conjuntos A e B sdo iguais, e denotamos A = B, quando esses
conjuntos tém exatamente os mesmos elementos.

A defini¢ao acima pode ser reescrita na linguagem de l6gica matemética de seguinte forma:

A=B <+ (Vz)(r€ A=z € B) (2.1.1)

Quando o conjunto A nao é igual ao conjunto B, dizemos que “A é diferente de B” e usamos
a notacao usual A # B. Neste caso existe pelo menos um elemento de A que ndo pertence a B,
ou existe um elemento de B que nao pertence a A.

Recordando que a bicondicional p <+ ¢ é equivalente a proposicdo (p — ¢) A (¢ — p), a
negacao da bicondicional seré:

~peqge~p@—=9V~(@—q = @AN~q V(A ~Dp)

Usando essa expressao e o axioma da negacao de quantificadores, obtemos

~|(Vz)(zr€e Az eB)] & (3z)~|[(zeAszeB)
& (Az)[(zxe Anz ¢ B)V(zeBAz ¢ A).

Logo podemos escrever

A# B« [(Fa)(x€ ANz ¢ B)|VI[(3y)(ye Bry ¢ A)] (2.1.2)
Exemplo:
1. {a,b,c} = {b,¢,a} = {a,a,b,b,b,c}
2. {z e R;lz| =1} = {1,-1}
3. {11} #{1, -1}

13
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2.1.1 Propriedades da igualdade

As seguintes propriedades a respeito da igualdade de conjuntos sdo validas:

1. Reflexiva: (VA)(A = A)
Dem.: Como (Vz)(zr € A<z € A), entao A = A.

2. Simétrica: (VA,B)(A=B = B=A)
Dem.: A= B = (Vz)(r € A< = € B). Pela comutatividade do bicondicional temos
(Vz)(reBesrecA)=B=A

3. Transitiva: (VA,B,C)(A=BeB=C=A=C)
Dem.: A=BeB=C= (Vz)(r€c Az eB)e (Vx)(xe B&xel).
Pela transitividade do bicondicional temos (Vz)(r € Aoz e ()= A=C.

2.2 Relacao de inclusao

Definicao 2.2. Dizemos que um conjunto A estd contido em um conjunto B se e somente se
qualquer elemento de A também ¢é um elemento de B.

Usamos notagdo A C B para indicar que A esta contido em B. Simbolicamente

ACB<«= (Vz)(r€e A=z € B) (2.2.1)

Também é muito comum ler a expressao A C B como “A é um subconjunto de B”, o que
pode ser mais enfitico em algumas situacées. Outra possibilidade é dizer que B contém A, neste
caso usa-se a notagdo B D A. Existe ainda a expressdo “B é superconjunto de A para indicar
que A C B, apesar de ser raramente usada. Falaremos de subconjuntos com mais cuidado no
préximo capitulo

A negacao de A C B é indicada pela notacao A ¢ B, que se 1&: “A nao esta contido em B”
ou “A nio é subconjunto de B”. Neste caso, existe pelo menos um elemento em A que ndo esta
em B. Simbolicamente:

A B« (Jz)(rcAex ¢ B) (2.2.2)

Com o mesmo significado de A ¢ B escrevemos A 2 B, que se l&: “B nédo contém A”.

Exemplo:

1. {a,b} C {c,a,b};
2. P=1{2,4,6,...} CN;

3. As seguintes inclusées sao validas: N C Z, Z C Q e Q C R. Neste caso podemos escrever
NCZcQcR

Importante: Para demonstrar uma inclusdo do tipo A C B, devemos tomar um elemento
qualquer x € A e provar que x também pertence a B.Dessa forma ficard provado que qualquer
elemento de A também ¢ eleento de B, que é a definicdo de A C B.
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Por exemplo, vamos demonstrar que Z* C Z*. Com efeito,
rel, = rx€lex>0 = xc€Zex#0 — x el
Portanto, para todo x, se v € Z*, entao x € Z*, isto &, Z C Z*.

Na prova acima a primeira e a tltima implicagoes (=) poderiam ser substituidas por equi-
valéncias (<), pois essa ¢ a defini¢do desses conjuntos, apenas a segunda implicagdo nao admite
essa, substituicdo. Mas levando em conta o que precisa ser demonstrado, as implicacoes sao
suficientes.

2.2.1 Propriedades da inclusao

As seguintes propriedades a respeito da inclusdo de conjuntos sao validas:

1. Reflexiva: (VA)(A C A)
Dem.: Como (Vz)(z € A=z € A), entdo A C A.

2. Transitiva: (VA,B,C)(ACBeBCC=ACC)

Dem.: ACBeBCC= (Vx)(xe A=x € B)e (Va)(x € B=ze ().
Pela transitividade do bicondicional temos (Vz)(r € A=z ()= ACC.

3. Antissimétrica: (VA,B)(AC Be BC A= A=DB)
Dem.: Como A C Be B C A, entdo (Vz)(zx € A= 2 € B), e (Vz)(vr € B=z € A).
Como vale a implicacdo nas duas direcoes, isso é equivalente a dizer que (Vz)(x € B &
x € A), ou seja, que A = B.

Observe que a reciproca é 6bvia, ou seja, A=B= AC Be BC A.

4. O conjunto vazio esta contido em qualquer cojunto, ou seja, (VA)(@ C A)

Dem.: Suponha, por absurdo, que exista um conjunto A tal que @ ¢ A. Isso significa que
existe pelo menos um elemento x tal que z € @ e x ¢ A. O que leva a uma contradigao,
pois o conjunto vazio ndo possui elementos. Logo a proposicdo (FA)(@ ¢ A) é falsa,
consequentemente a proposicao (VA)(@ C A) é verdadeira.

Observacao: A propriedade antissimétrica da inclusao fornece um método eficiente para de-
mounstrar da igualdade de dois conjuntos, denominado método da dupla inclusdo. Para demons-
trar que um conjunto A = B basta provar A C B e que B C A.

Muito cuidado: Devemos prestar muita atencdo ao uso correto dos simbolos de pertinéncia
“€” e de inclusdo “C”. A pertinéncia é uma relacido entre ‘elemento e conjunto’ e a inclusdo é
uma relacdo entre conjuntos.

Exemplo:

[u—

. {a} C {c,a,b} e a € {c,a, b} sao afirmacdes verdadeiras;
. {a} € {c,a,b} e a C {c,a,b} sdo afirmacoes falsas;

. O correto é @ C N, enquanto que a proposicao @ € N é claramente falsa;

= W N

. Em um exemplo bem artificial, tomando A = {1, {1}, {2}, 3}, temos:
1e A, {1}eA, {1} cA, {{1}} CA,
2¢ A, {2}eA, {2}¢ A {{2}} cA4,
3€A, {3y¢A {3cA {{31}¢A
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Analise cada uma das linhas da tabela acima com bastante cuidado, para certificar-se que
nao pairam duvidas a respeito do uso correto desses simbolos.

2.3 Conjuntos comparaveis

Definicao 2.3. Dados dois conjuntos A e B arbitrdrios, diremos que A e B sdo compardveis
quando A C B ou B C A, ou seja, dois conjuntos sdo compardveis quando um deles estd contido
no outro.

Portanto, A e B nfo sdo comparaveis se A ¢ B e B ¢ A. Neste caso, A contém pelo menos
um elemento que ndo pertence a B, e também B contém pelo menos um elemento que nao
pertence a A.

Exemplo:
1. Os conjuntos {a,b} e {a,c,b} sdo comparaveis, pois {a,b} C {a,c,b};

2. Os conjuntos A = {1,2} e B = {2,3} ndo sao comparaveis, pois 1 € Ae 1 ¢ B o que
garante que A ¢ B, enquanto que o fato de 3 € B e 3 ¢ A garante que B ¢ A.

3. O conjunto dos nimeros racionais Q e o conjuntos dos nimeros irracionais nao sao com-
paraveis.

2.4 Subconjuntos
Definigao 2.4. Diremos que A é subconjunto (ou parte) de B quando A C B.

Note que, para qualquer conjunto B temos B C B e @ C B, logo esses conjuntos sao
chamados de subconjuntos triviais ou partes impréprias. No caso particular em que

ACB, A+42 e A+B

dizemos que A um é subconjunto préprio de B ou que € uma parte propria de B.

Obviamente, se A é subconjunto proprio de B, entdo: todo elemento de A é elemento de B
e existe pelo menos um elemento de B que nao pertence a A.

Exemplo:

1. O conjunto A = {1,2} é um subconjunto préprio de B = {1, 2, 3}.

2. Os conjunto A = {n € N;n & par } é um subconjunto proprio de N.

Observacgao: Varios autores fazem us de notacoes como C, & e outras variagoes. O significado
preciso dessas notagoes é o seguinte:

ACB«<= ACBeA#B (A ésubconjunto proprio de B)

ACB<= ACBouA=B (Aésubcojunto de B, podendo ocorrer a ignaldade)
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2.4.1 Subconjuntos de um conjunto finito

Seja B um conjunto finito com n elementos. Se A C B entdo A é finito e possui no maximo n
elementos. Esse é um proposicao da teoria de conjuntos, logo precisaria de uma demonstracao.
Entretanto vamos omiti-la, pois esta fora dos nossos objetivos nesse curso. Vamos admitir esse
resultado como sendo verdadeiro e seguir adiante.

O objetivo nessa secdo é encontrar todos os subconjuntos de um conjunto finito. Comegare-
mos essa busca pelo conjunto vazio.

—_

. O conjunto vazio tem um tnico subconjunto: o proprio vazio.
2. Um conjunto unitario A = {a} possui dois subconjuntos: & e A.
3. Um conjunto com dois elementos A = {a,b} possui quatro subconjuntos: &, {a}, {b}, A.

4. Ao analisar um conjunto com trés ou mais elementos, precisamos tomar um pouco mais
de cuidado. A dica é enumerar todos os subconjuntos com um ntmero fixo de elementos
e ir aumentando esse numero, da seguinte forma.

Se A = {a,b,c} possui trés elementos, entdo A contém:

a) um subconjunto com zero elementos: &

(
(

)
b) trés subconjuntos com um elemento: {a}, {b} e {c}
(c) trés subconjuntos com dois elementos: {a,b},{a,c} e {b,c}

(d) um subconjunto com trés elementos: {a,b, c}

5. A ideia usada no item anterior pode ser extrapolada para um conjunto com n elementos.
O primeiro passo é recordar que a combinagdo

() = o

fornece exatamente o nimero de subconjuntos distintos de A com p elementos.

Se A ={ay,as,...,a,} possui n elementos, entdao A contém:

(a) (5) =1 subconjunto com zero elementos: &

) = n subconjuntos com um elemento: {a1}, {az}...{an}

—
o
N
—~~
—

(©) (5) = ”("2_1) subconjuntos com dois elementos: {a1,as},{a1,as}...{an—1,an}.

(d) () =1 subconjunto com n elementos: {a1,as,...,a,}

Teorema 2.1. Todo conjunto finito com n elementos tem 2" subconjuntos distintos.

Dem.: Seguindo a notacdo do item 5. acima, notamos que o namero de subconjuntos é

(o) () (5] e () =

n

Nessa prova usamos o binomio de Newton (z +y)" =37, (Z) 2Py" P o comzx=y=1 0O

Observacao: O “quadradinho” [0 que usamos no final da demonstragao acima serve apenas
para avisar o leitor que “essa demonstracdo encerra-se aqui’.
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Essa notacao é especialmente atil em textos matemaéticos longos, pois permite que o leitor
“pule” uma demonstracao e faca uma primeira leitura do texto sem entrar em detalhes técnicos
de algumas demonstracoes, que podem ser bastante extensas e desviar a atengdo do leitor do
objetivo final do texto.

Em vez de quadradinho aberto, como foi usado acima, alguns autores preferem usar retan-
gulos ou quadradinhos pretos B ou ainda a abreviatura “CQD”, cujo significado é “conforme
queriamos demonstrar”.

2.5 Conjunto das partes

Definicao 2.5. Dado um conjunto E, o conjunto das partes de E € o conjunto cujos elementos
sao todos os subconjuntos de E.

O conjunto das partes de E sera denotado P(FE), assim:

P(E)={A;AC E}
Na préatica, devemos ter em mente as seguintes relagoes:

e ACE<= AcP(E)
e be E<= {b} C E <= {b} € P(E)

Note que:

1. (VE)(@ € P(E) e E € P(E));
2. Se E = {a,b} entio P(E) = {@,{a}, {b},E};
3. Se E = {a,b, ¢} entdo P(E) = {@, {a}, {0}, {c}, {a, b}, {a, c}, {b, c},E}

4. Se n(E) = k entdo n(P(E)) = 2%;

Teorema 2.2. Sejam E e F dois conjuntos quaisquer, entdo:

ECF <« P(E)CPF).

Importante: Para demonstrar a equivaléncia enunciada no teorema acima, devemos provar
duas implicagoes:

1. ECF = P(E)CPF).

2. ECF<<P(FE)CPF).
Cada uma dessas implicagoes devem ser entendidas da seguinte forma:

1. Sabendo que E C F, mostre P(E) C P(F).

2. Sabendo que P(E) C P(F), mostre que £ C F'.
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Em Matematica, aquilo que ja sabemos é chamado de “Hipétese”, e o que queremos provar
¢ chamado de “Tese”.

Na primeira implicacdo acima temos:

Hipotese: £ C F
Tese: P(E) C P(F).
Note que: Para provar que P(E) C P(F'), devemos mostrar que todo elemento de P(E) esta em
P(F). Para isso basta tomar um elemento genérico A € P(E) e mostrar que A € P(F).

Mas se A € P(E) entao A C E. Como E C F, por hipotese, e a inclusdo é transitiva entao
A C F e portanto A € P(F), o que conclui a prova da primeira implicagao.

Todos os elementos da prova acima podem ser condensados em uma prova que usa apenas
simbolos, da seguinte forma:

AePE) = AcCE AcF—= AcPF).

Agora, em relagdo a segunda implicagdo, temos:

Hipétese: P(E) C P(F).
Tese: £ C F

Aqui a prova é mais direta. Note que precisamos mostrar apenas que £ C F. Como E € P(F)
e P(E) C P(F) entao E € P(F'), o que significa que E C F.

Limpando todos os comentarios acima a respeito de como demonstrar um teorema que en-
volve uma equivaléncia, a demonstracao final poderia ser assim.

Dem.(Teorema [2.2)):
(=) Se A€ P(E) entao A C E. Como E C F entdao A C F, ou seja, A € P(F). Isso mostra

que P(E) C P(F).
(«) Como E € P(E) e, por hipotese, P(E) C P(F'), entao £ € P(F) = E C F. O

2.6 Complementar de um subconjunto

Definigao 2.6. Seja A um subconjunto de £ (A C E). O complementar (ou complemento) de
A em relagao a E é o conjunto CgpA de todos os elementos de E que ndo pertencem a A.

Simbolicamente:

CekA={r e E;x & A}

Em um universo U, podemos falar simplesmente em complementar de um conjunto A, ficando
subentendido que se trata do complementar em relagao a esse universo /. Neste caso a notacao
usual ¢ A’ ou A°.

A¢ =CyA = {z;x ¢ A}
Exemplo: Considere os conjuntos: E = {1,2,3,4,5,6}, A={2,4,6} e B ={1,2,3} entao

CeA=1{1,3,5}, CgB=1{4,5,6) ¢ CNE={neN;n>T7}
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2.6.1 Propriedades do complementar

Sejam A e B subconjuntos de E, entdo:
P CE@ =F
De fato, Cp@ ={m;2 € Fex g @} ={r;2 € E} = E.

Ps. CEEZQ
De fato, CpE = {r;z € Eex ¢ E} = 2.

De fato, Cp(CpA) = {m;z € Eex ¢ CgA)} ={r;x € Eexc A} = A

Py. ACB<:>EEADCEB
(=) Suponha que A C B, queremos provar que CpB C CpA.
relgB=rcFex¢B=>scFEex¢ A=z clpA

Observacao: Em um universo U temos:

o°=U, U =2, (A=A e ACBe A°D B



Capitulo 3

Operacoes com conjuntos

3.1 Diagramas de Venn

Para ilustrar definicdes, resultados e demonstracoes da teoria de conjuntos, é muito comum
usar uma representacao grafica por curvas fechadas simples, tais como circulos, ovais ou curvas
poligonais fechadas. Tal representacao recebe o nome de diagrama de Venn.

Num diagrama de Venn, os elementos do conjunto sao indicados por pontos internos a regiao
delimitada por essas curvas e os elementos que ndo pertencem ao conjunto sdo representados
por pontos externos a essa regiao, como no exemplo abaixo.

Exemplo: Um diagrama de Venn para os conjuntos A = {a,b,c}, B ={c,d} e C = {a,b,c,d,e.f}.

Neste modelo de vizualizacao nenhum elemento pode ser representado por pontos exatamente
em cima da curva fechada que delimita a regido (na fronteira).

Em um diagrama de Venn, é comum representar o conjunto universo & por um retangulo e
os demais conjuntos por circulos contidos nesse retangulo. Por exemplo, em relacdo ao universo
do naturais podemos representar os conjuntos A = {1,2,3} e B = {2,4,6,...}.

Observacao: A unica coisa realmente importante em um diagrama de Venn é a visualizacao
do problema que essa ferramenta propicia. Argumentos ou raciocinios baseados em diagramas
de Venn nao servem como demonstracao da validade de uma proposicao, apesar de serem muito
lteis em sua compreensao.

3.2 Intersecao

Definic¢ao 3.1. Chamaremos de interse¢do dos conjuntos A e B ao conjunto formado por todos
0s elementos que pertencem simultaneamente a A e a B.

Esse conjunto € denotado AN B, que se lé: A interse¢cdo B ou, A inter B.

Simbolicamente, temos:
ANB={z:x€Aexc B}

Nas demonstracoes envolvendo intersecao de conjuntos usaremos sempre a seguinte caracte-
rizagdo de seu elementos:
rcANB&xcAexcB.

Exemplo:

21
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1. Para A={1,2,3,4} e B={1,3,5,7} temos AN B = {1, 3};
2. Considere A ={1,3,5,7,9}, B ={2,4,6,8}, C ={1,2,3,4} e D = {2,4} entao

(a) ANB=g (by AnC={1,3} (¢) BNC=D (d) BnD=D

3. [0,3)N(1,5] = (1,3), [-1,0]N[0,1] = {0} e [~1,0)N[0,1] = @.

4. Se P ={2,4,6,...} ={neN;népar } e B=1{3,6,9,12,...} = {n € N;n é maltiplo de 3}
teremos
ANB=1{6,12,18,...} = {n € N;n é par e multiplo de 3}.

5. Sejam 7 e s duas retas contidas um mesmo plano «. Entao trés situagdes distintas podem

ocorrer
(a) rNs=@ (r e s s@o retas paralelas)
(b)y rns=r (r e s sdo retas coincidentes)

(c) rns={P} (re s seintersectam no ponto P)

Note que é errado escrever r N's = P, pois a intersecdo de dois conjuntos é um novo
conjunto, no caso (c¢) acima, 7 N s é um conjunto unitario formado apenas pelo ponto P.

6. Seja R o conjunto dos retangulos, £ o conjunto dos losangos e Q o conjunto dos quadrados
da geometria euclidiana. Neste caso

O=RNL,

o que significa dizer que os quadrados sao os retangulos e também sao losangos.

Definicao 3.2. Dizemos que dois conjuntos sao disjuntos quando ndo possuem elementos em
comum, ou seja, A e B sdo disjuntos quando AN B = &.

Exemplo:

1. Os conjuntos A ={1,2,3} e B ={—1,—2, -3} sdo claramente disjuntos.

2. O conjunto P dos triangulos retangulos e o conjunto Q dos tridngulos equilateros sao
disjuntos, pois nenhum tridngulo pode ser ao mesmo tempo retangulo e equilatero.

3.2.1 Teoremas relacionando inclusoes e intersegoes
Teorema 3.1. Sejam A e B dois conjuntos quaisquer, entdo ANB CAe ANB C B.

Dem.: Para provar que AN B C A devemos mostrar que qualquer elemento do conjunto AN B
também estd em A, o que segue diretamente da definicdo. Simbolicamente podemos usar a lei
da simplificacdo da logica e escrever assim:

“Seja x € AN B um elemento qualquer entdo
reANB=xc ANe B=uzec A
Como a prova acima vale para qualquer x € AN B, segue que AN B C A”.

A prova da segunda inclusio enunciada fica como exercicio. (]
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Teorema 3.2. Sejam A e B dois conjuntos quaisquer, entao AC B< ANB=1B

Dem.: Vamos dividir a demonstracao em duas partes. Ida(=) e volta (<).

(=) Sabendo que A C B, queremos provar que AN B = A. Pelo item acima ja sabemos que
AN B C A logo, para termos a igualdade, s6 precisamos mostrar que AN B D A.
Seja z € A, como A C Bentdox € Aex € B, ou seja, z € AN B. Como = é um elemeto
qualquer de A, mostramos que qualquer elemento de A estd em AN B, logo, AN B D A.

(<) Sabendo que AN B = A, queremos provar que A C B. Mas, por hipdtese, A = AN B
e, pelo item 1 acima, AN B C B, logo A C B. O que conclui a prova do teorema. (]

Teorema 3.3. Sejam A, B e X conjuntos quaisquer. Entdo X CAe X CB& X C ANB.
Dem.: Também dividiremos essa demonstracao em duas partes. Ida(=-) e volta («<). Mas em
vez de falar

(=) Suponha que X C A e X C B, e vamos provar que X C AN B.

Seja x € X um elemento qualquer, como X C Ae X C Bentdo z € A e x € B, ou seja,
x € AN B. Mostramos assim que qualquer elemento de X estd em AN B, ou seja, X C AN B.

(<) Suponha agora que X C ANB. Mas ANB C Ae AN B C B, pelo teorema [3.1], logo
XCAeXCB. O

Teorema 3.4. Sejam A, B e X conjuntos quaisquer. Se A C B entao X NA C X NB.

Dem.: Sabemos que A C B, e queremos provar que X N A C X N B. Para isso comecamos
tomando um x € X N A qualquer teremos

xeXﬂA:>:U€Xe:UGAA:CE:EEXe:UEB:MUEXﬂB.

Como z acima foi escolhido arbitrariamente, segue que todo elemento de X N A estd em
XNB,ouseja XNACXNB. O

3.2.2 Propriedades da intersecgao

Sejam A, B e C conjuntos quaisquer em um universo U.

P. AnN@ =@; [todo conjunto é disjunto do vaziof
De fato, como & C A, pelo teorema [3.2] temos AN & = &.

P, AnNU=A; [elemento neutro]
Com efeito, como A C U, pelo teorema [3.2] temos ANU = A.

P;. ANA°=@; [todo conjunto é disjunto de seu complementar]

Basta observar que ANA°={r;r € Aexc A%} ={nxcAeax ¢ A} = 0.
Py, ANA=A4; [idempoténcial

Mais uma vez, como A C A, pelo teorema [3.2] temos AN A = A.

Ps. ANB=BNA; [comutatividade]
Com efeito, ANB={r;r€c AexeB}={r;zrecBexc A} =BNA



24 CAPITULO 3. OPERACOES COM CONJUNTOS

Ps. (AnNB)NC=AN(BNC); [associatividade/

Com efeito, z € (ANB)NC<wzrzec(AnNB)ezeC & (xcAexeB)exel
creAe(reBexelC)erxecAexe (BNC)exze AN(BNO).

Observagao: A interse¢do é uma propriedade binaria (transforma dois conjuntos em um ter-
ceiro conjunto). A associatividade garante que as duas formas de colocar os parénteses na
expressao A N B N C para efetuar essas operagdes bindrias conduzem ao mesmo resultado. Por
este motivo podemos indicar o conjunto (ANB)NC ou AN(BNC) simplesmente por ANBNC,
sem perigo de confusao.

3.2.3 Intersecao de varios conjuntos

A nogao de intersecdo, definida acima para dois conjuntos, pode ser estendida de maneira
natural para qualquer nimero finito n de conjuntos, n > 2.

Definicao 3.3. A interse¢ao dos conjuntos A1, Ao, ..., Ay € 0 conjunto dos elementos que per-
tencem simultaneamente a todos esses n conjuntos. Neste caso usamos as notagoes

A NAan.. N4, ou ()4
j=1

Dessa forma

Aj={z;zecArexcAre ...z €Ay},
1

n

J

ou ainda .
A= {a:;Vj €{l,2,...,n} x € 4; }
j=1
E teremos .
ve (A eVie{l,2,...,n}xcA;
j=1
Exemplo:
1. Se A; =[0,1], A2 =[0,2], A3 =10,3], ..., A, = [0,n]. Entdo
(4 =0,1]
j=1

2. Se A =[1,+00), Ay = [2,+00), A3 = [3,40), ..., Ay = [n,+00). Entdo

Aj = [n,+00)
1

n

J

3. Considere os conjuntos

As =1{3,6,9,...} = {n € N;n é multiplo de 3};
Ay =1{4,8,12,...} = {n € N;n é multiplo de 4},
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As ={5,10,15,...} = {n € N;n é multiplo de 5},

entao n € (A3 N Ay N As) se, e somente se, n é multiplo de 3, 4 e 5 simultaneamente, ou
seja, se n é multiplo de 3 x 4 x 5 = 60, logo

() A4; = {60,120,180, 240, .. .}
7=3

3.3 Reuniao

Definigao 3.4. Chamaremos de reunigo (ou uniao) dos conjuntos A e B ao conjunto formado
por todos os elementos que pertencem ao conjunto A ou ao conjunto B.

Esse conjunto é denotado AU B, que se lé: “A reunidgo B” ou “A uniao B”. Logo

AUB = {z;z € A ou x € B}.

Nas demonstragoes envolvendo reunido de conjuntos usaremos sempre a seguinte caracteri-
zacao de seu elementos:
reAUB & € A ou z€B.

Exemplo:
1. Para A={1,2,3,4} e B=1{1,3,5,7} temos AU B = {1,2,3,4,5,7};
2. Considere A ={1,3,5}, B=1{2,4}, C ={1,2,3,4,5} e D = {4,6} entao
(a) AUB=C (by AuC =C (¢) BUD ={2,4,6}
3. [0,2) U (1,4] = [0,4], (—00,0]U[0,+00) =R, e NU{-n;n € N} =Z.
4. Se A=1{2,4,6,8,...} e B={3,6,9,12,...} teremos

AUB ={2,3,4,6,8,9,10,12,...} = {n € N;n é multiplo de 2 ou de 3}.

Observacao: Nos teoremas abaixo nfo especificamos quem sao os conjuntos A, B e X. Sempre
que isso ocorrer, deve-se entender que o autor ndo estd impondo nenhuma restricdo adicional
aos objetos que estao sendo estudados.

Teorema 3.5. ACAUB e BC AUB.

Dem.: Seja z € A um elemento qualquer entdo pela lei da adi¢ao da légica
reEA=>rx€eAoureB=>xc AUB.

Como as implica¢des acima valem para qualquer z € A, segue que A C AU B. A prova da
segunda inclusdo enunciada fica como exercicio. U

Teorema 3.6. ACB& AUB=2RB
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Dem.: (=) Sabendo que A C B, queremos provar que A U B = B. Pelo teorema anterior
sabemos que B C AU B logo, para termos a igualdade, 86 precisamos mostrar que B D AU B.
Como A C B, se x € A entdo x € B. Logo valem as implicacées

rcAUB=zxcAouxrxeB=xcBoux <€ B=2xcB.

Como z é um elemento qualquer de AU B, mostramos que qualquer elemento de AU B esta em
B, ou seja, AUB C B.

(<) Sabendo que AU B = B, queremos provar que A C B. Como AC AUBe AUB=B
entao A C B. O que conclui a prova do teorema. O

Teorema 3.7. ACX eBC X< AUBC X.
Dem.: (=) Seja z € AU B um elemento qualquer, entdo z € A oux € B. Como A C X e
B C X entdo x € X, ou seja, qualquer elemento de AU B estd em X, e portanto AU B C X.

(<) Suponha agora que AU B C X. Segue do teorema ?? que A C AUB = X e B C
AUB = X, o que conclui a prova. O

Teorema 3.8. Se A C B entao AUX C BUX.

Dem.: Seja z € AU X um elemento qualquer, entao

xEAUX:>1:EAouxeXAéBxEBou:cEX:xGXUB.

Como z acima foi escolhido arbitrariamente, segue que AU X C BU X. O

3.3.1 Propriedades da reuniao

Sejam A, B e C conjuntos quaisquer em um universo U.

P. Aug = A; [elemento neutro]
De fato, por .5 temos A C AU@. Por outro lado, se t € AUZ = z € A ouz € &, como

nao existem elementos no vazio entao x € A e portanto AU @ C A. Como valem as duas
inclusdes, segue que AU @ = A.
P AUuU=U;
Com efeito, como ACU = AUU=U.
P;. AU A =U,
Basta observar que AUA® = {z;2 € Aouzx € A} ={z;zc Aoux ¢ A} =U.
Py, AUA=A; [idempoténcial
Como A C A, pelo teorema temos AU A = A.
Ps. AUB=BUA; [comutatividade]
Com efeito, AUB={zx;r € Aouzx e Bf={r;r € Boux € A} =BUA
Ps. (AUB)UC =AU (BUCQC); [associatividade/

Com efeito, z € (AUB)UC sz € (AUB)ouzeC & (xeAouxeB)oux el
crceAou(zreBourelC)srecAouxre (BUC)sxe AU(BUC).
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3.3.2 Teoremas relacionando intersecao e reuniao de conjuntos

Sejam A, B e C conjuntos quaisquer em um universo Y.

Teorema 3.9. AN(AUB)=Ae¢ AU(ANB) = A.

Dem.: Como A C AU B, segue do teorema que AN (AU B) = A. Analogamente, de
ANB C Atemos AU(ANB) = A. O

As duas identidades acima sdo conhecidas como “leis de absorc¢do”, pois no lado direito das
igualdades o termo B desaparece (é absorvido).

Observacgao: Na prova acima usamos o termo “analogamente” para enfatizar que os argumentos
usados na prova da segunda identidade eram analogos. E muito comum o autor dizer apenas que
“a prova da segunda identidade é andloga”, deixando para o leitor a obrigacdo de verificar que
os argumentos usados sao muito parecidos, apesar de poder guardarem diferencas substanciais.

A seguir provaremos a distributividade da intersecao em relacdo a reunidao e da reuniao em
relacdo a intersecao.
Teorema 3.10.

1. AN(BUC) = (ANB)U(ANC) e

2. AU(BNC) =(AUB)N(AUC).

Dem.: A demonstracio dessas propriedades usa apenas as leis distributivas da légica. Faremos
uma delas e deixaremos a outra como exercicio.

reAN(BUC) & rz€AexeBUC & x€Ae(xeBouxel)
& (reAexeB)ou(reAexecl)
& (reANB)ou(xe ANC) & z€ ANB)U(ANC)

O

O 1ltimo teorema dessa subsegdo é conhecido como “Leis de De Morgan” que afirmam: O
complementar da intersecao é a reuniao dos complementares; e o complementar da reuniao é a
intersecao dos complementares.

Teorema 3.11.

1. (ANB)*=A°UB° e

2. (AU B)¢ = A°N B°.

Dem.: Aqui também a demonstragdo consiste em aplicar as leis de De Morgan da logica. Como
no teorema anterior, faremos uma delas e deixaremos a outra como exercicio.

r€(ANB)® & ¢ ANB & ~(zx€ANB) &~ (z€AexeB)
& ~((x€eAou ~(xeB) & x¢Aouxr ¢ B
& xeAouzxze B & xe AUB°
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3.3.3 Reuniao de varios conjuntos

A noc¢do de reunidao de dois conjuntos também pode ser estendida de maneira natural para
qualquer ntmero finito n de conjuntos, n > 2, como fizemos com a intersecgao.

Defini¢ao 3.5. A reunido dos conjuntos A1, Aa, ..., Ay é o conjunto formado pelos elementos
que pertencem a pelo menos um desses n conjuntos. Neste caso usamos as notagoes

AiUAsU...UA, ou UAJ
j=1

Dessa forma

Aj={z;z e Ayouz € Ayou ...z € A},
1

n

J

ou ainda
A= {:E;Elje{l,2,...,n}m€Aj }
j=1
E teremos
velJAjeTje{l,2,...,n}ac A
j=1
Exemplo:
1. Se A1 =[0,1], A, =10,2], A3 =10,3], ..., 4, = [0,n]. Entédo

U Aj = [0, 7]
j=1
2. Se Ay =[1,+00), A = [2,+00), A3 = [3,4+0), ..., Ap = [n,+00). Entdo

UJ4,=4

J=1

3.3.4 Algebra de conjuntos

As propriedades das operacoes de reunifo, intersecdo e complementacao, juntamente com
as relacdes de igualdade e inclusdao conjuntos, introduz uma estrutura algébrica na teoria de
conjuntos chamada Algebra dos Conjuntos.

A algebra de conjuntos possui uma analogia muito forte com a &lgebra de ntimeros usual

(aritmética).

e Na aritmética a adigdo e a multiplicacao sao operagoes associativas e comutativas; na alge-
bra de conjuntos a reuniao e interseccao de conjuntos também gozam dessas propriedades.

e Na aritmética temos a relagdo “menor ou igual” que é reflexiva, anti-simétrica e transitiva;
e 0 mesmo vale para a relacdo de inclusao de conjuntos.



3.4. DIFERENCA DE DOIS CONJUNTOS 29

Obviamente também existem grandes diferengas, por exemplo, dois conjuntos A e B nem sempre
s30 comparaveis, enquanto que dois nimeros (reais) serdo sempre comparaveis, ou seja, dados
a,b € R teremos a < bou b < a.

Essa estrutura algébrica nos leva naturalmente a pensar em expressoes algébricas e simplifica-
¢ao de expressdes, que simplificam a compreensio dos conjuntos que estamos estudando. A ideia
é usar todas as propriedades que provamos envolvendo reuniao, intersecao e complementacao
para obter expressoes mais simples.

Exemplo:

1. AN(BNAY)=AN(A°NB)=(ANAY)NB=oNB=2.

2. AU(A°U@)=AUA=U.

3. (AuB)NB*=(AUB°)U(BNB)=(AUB‘)U@ =AU B".

4. (AUB)‘U(A°NB)=(A°NB)U(A°NB)=A°N(B°UB) = A°NU = A

3.4 Diferenca de dois conjuntos

Definicao 3.6. A diferenca enire dois conjuntos A e B é o conjunto de todos os elementos de
A que nao pertencem a B.

Esse conjunto é denotado A — B ou A\ B, que se lé: “A menos B” ou “diferenca entre A e
B”. Assim
A—B={z;x € Aex ¢ B}.

Nas demonstracoes envolvendo diferenca de conjuntos usaremos sempre a caracterizagao:

r€A-B & vc€A e x¢B.

Observacao:

e Notequex€e A—B=x€cAex ¢ B=x€ A ouseja, A— B C A.
e No caso particular em que B C A, temos A — B={x;2 € Aex ¢ B} = (4B, isto &,

BcA=04B=A-B

e se A e B sdo subconjuntos quaisquer de um mesmo conjunto E, entdo
A-B={ze€EBrcAex¢By={recExcAexclpgB}=ANCgB.

Em particular, se ¥ =U temos A — B = AN B°.
Exemplo:

1. Sejam A ={1,2,3,4}, B=1{1,3}, C ={2,4} e D = {3,4}. Entao
A-B=C, A-C=B, A-D={1,2}, B-C=B,
B-A=9, C-A=0, B-D=({1}, C — D ={2}.

Note que A — B # B — A, logo a diferenca de conjuntos ndo e comutativa.

2. Z* =7 — {0}, R*=R— {0}, Ry =R — (—00,0) e R* =R — [0, +00).
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3.4.1 Propriedades da diferenca

Sejam A, B e C conjuntos quaisquer em um universo U.

P. A-o=A.
Basta observar que Vo, z € (A-— @) rcAex ¢ I e A

P, U — A= A°.
Observe que,z € U —A)crcldex ¢ Arcldex € A x e A°.

P A-A=0.

Com efeito, v € (A—A) &z € Aex ¢ A Como ndo existe z que satisfaca essas duas
condi¢Oes simultaneamente, entdo A — A = @.

Py A—A°=A.
Notequex € A-—A°crxcAex ¢ Arcldexc A e A

Ps. (A—B)* = A°— B.
Com efeito,
r€(A-B)f & 2¢A-B&~(r€eA-B)e~(xcAexd¢ B)
& ~(x€eA)ou ~(x¢B)sr¢gAouxreB
& rzeAouzrxeB & ze A°UB.

Ps. A— B = B¢— A“.
Pois,t € BE—A°crxeB‘ex ¢ Acrx¢BexcAsreAex¢d Boxe A— B.

P, (A—-B)—-C=A—-(BUC(C).
De fato,
re(A-B)-C r€A—-Bex¢C

(reAex¢B)ex ¢C
r€Ae(x¢Bex ¢ ()
re€Ae(~(xeB)e ~(xel))
re€Ae ~(xeBouzxel)
reAe ~(xeBUC)

reA—(BUCQ).

te e

Ps. A—-(B-C)=(A-B)U(ANCQO).
Note que,

x€(A-B)U(ANCQC) r€A—-Bouze ANC

(xeAex¢ B)ou(reAdexecC)

x€Ae(x¢ BouzeC)

xr€Ae ~(zxeBex¢()

x€Ae ~(xeBN(O)

r€Aex¢ BNC

xreA—(BNCO).

(R R
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Py. AU(B-C)=(AUB)—(C—-A) e
AN(B-C)=(ANnB)—(ANCQC).

Pio. A—(BUC):(A—B)Q(A—C) e
A-(BNC)=(A-B)U(A-0).

Py (AUB)*C:(A C)U(B
)

- C) e
(ANB)—C=(A-C )

(B-C
P12. A—(A—B):AﬂB [§]
(A-B)—B=A-B.

Exercicio: Faca as demonstragoes das propriedades Py a Po.

3.5 Diferenca simétrica

Definicao 3.7. A diferenca simétrica de dois conjuntos A e B é o conjunto formado por todos
os elementos que pertencem a um e somente a um dos conjuntos A e B.

Esse conjunto é denotado ANB, que se lé: “diferenca simétrica de A e B”. Assim

AAB={z;(x€Aex¢ B)ou(xeBex¢ A)}.

Note que
r€AAB & (x€Aex¢B)ou(reBexg¢ A)sxe(A—-B)U(B—-A),

ou seja,
AAB=(A—-B)U(B-A).

Também é facil ver que a diferenca simétrica dos conjuntos A e B é o conjunto de todos os
elementos que estdo na reuniao de A e B e nao estdo na intersecio de A e B, ou seja,

AAB =(AUB)—(BNA).

A diferenca simétrica raramente aparece em textos mateméaticos, na verdade nao lembro de
nenhum grande resultado da matemética que dependa desse conceito. Apesar disso é um assunto
que relaciona os conceitos de reunido, intersecao e diferenca de conjuntos, logo vale a mencao e
uma lista de propriedades relacionadas abaixo que ficam com exercicio para o leitor.

P. AAB = BAA,

Py. (AAB)® = (AN B) U (A°N B°);
P3. (AAB)AC = AA(BAC);

Py. AN(BAC)=(ANB)A(ANC);

Ps. AU(BAC) = (AUBUC) — (A°N B° N C°);
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3.6 Reunioes e intersecoes arbitrarias

As leis associativas nos permitem falar em unides e intersecoes de uma quantidade finita de
conjuntos conforme vimos acima.

Porém, na matematica, muitas vezes precisamos considerar unioes e intersecoes de colecoes
infinitas de conjuntos. Neste caso, precisamos voltar as idéias originais de unido e intersec-
¢ao para formular uma definicdo alternativa que nao dependa da quantidade de conjuntos que
estamos trabalhando.

Ha duas notacgoes distintas que sao comumente usados, dependendo do contexto. Suponha
primeiramente que para cada elemento i de algum conjunto I corresponde um conjunto A;.
Vamos nos referir a colecao

{Aisie I}
como uma familia indexada de conjuntos, sendo I o conjunto de indices dessa familia.

Exemplo: Para cada j € N considere o intervalo fechado A; = [0, j]. A colecao de todos esses
intervalos pode ser denotada por

f4:::{14j;j S Fi}
é uma familia indexada de conjuntos cujo conjunto de indices é N.
Exemplo: Para cada numero racional a considere o conjunto R, = {z € Q;z < a}. Neste caso

a familia indexada de conjuntos é
R ={Rgs;a € R}

e o conjunto de indices é Q.

Observacao: A familia R acima é particularmente importante em andalise matematica. Seus
elementos sdo chamados de cortes racionais e aparecem na constru¢ao dos ntimeros reais pelo
método dos cortes de Dedekind.

Definicao 3.8. A unido de uma familia indezada {A; : i € I} € o conjunto | J,c; Ai formado
por todos os elementos que se encontram em um ou mais dos conjuntos A; da familia, ou seja

UJAi={zGicl) e A}
icl
dessa forma
zelJAiedicl, ze A
icl

Definicao 3.9. A intersegdao de uma familia indevada {A; : i € I} € o conjunto (;c; A; formado
por todos os elementos que se encontram em todos os conjuntos A; da familia, ou seja

ﬂAi ={z;(Viel)xecA;}
el
dessa forma
xeﬂAi@WeI, T € A;.
el

Observe que o caso em que o conjunto de indices I consiste de apenas dois elementos, digamos
I =1{1,2} entao
JAai=4104; e [)Ai=A1n A,

iel i€l
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assim as nocoes de unido e interseccao arbitraria de familias indexadas sdo generalizagoes das
nogoes de uniao e intersec¢ao de pares de conjuntos e, portanto, também de reunides e intersecoes
finitas de conjuntos.

O proximo teorema, apesar de simples, ilustra muito bem o papel que essas defini¢ées arbi-
trarias de reunido e intersecdo desempenham na teoria e a forma correta de manipulé-las.

Teorema 3.12. Seja {A; : i € I} uma familia indezada de conjuntos. Entao para qualquer
i, € I temos

A, c A e [)Aic A,
i€l el

Dem.: Seja z € A;, um elemento qualquer, logo Ji € I tal que x € A; (neste caso i ¢ o proprio
io). Assim, por definicao, x € (J;c; Ai. Isso prova que A;, C U, Ai-

Para provar que (,c.; A; C A;,, seja x € (),c; A; um elemento qualquer. Pela definicao de
intersecao de familia indexada de conjuntos sabemos que Vi € I, © € A;. Como i, € I, entao
x € A;,, o que conclui a prova do teorema. O

Observe que nas demounstracoes acima nao foi mencionado nem uma vez se o conjunto de
indices era finito ou infinito. Também nao foi feito qualquer mencao se determinado conjunto
A; seria o primeiro ou o segundo ou ainda que exista uma ordem qualquer estabelecida entre
eles.

De fato, o conjunto de indices ndo precisa ter nenhuma ordem particular (por exemplo: do
menor para o maior), portanto nao precisa haver uma maneira natural indexar uma familia de
conjuntos. As demonstragoes dependem exclusivamente das defini¢oes de unido e interseccao
em termos de quantificadores sobre o conjunto de indices. Esse mesmo tipo de raciocinio sera
usado nos préximos teoremas.

Teorema 3.13. Seja {A; : i € I} uma familia indezada de conjuntos qualquer e B um conjunto
arbitrdrio, entdao:

a. BUU;er Ai = Ui (BU Ay);

b. BNy Ai = e (BN Ai);
Dem.: Faremos apenas a prova do item a., o item b. fica para o leitor.

xGBUUAi & :cEBouxEUAi & xGBou(EIiEI,:L'EAO
iel il

& diel, (zEBou:z:EAi) & del, (mGBUAi)

& zelJBUA)
el

O

Teorema 3.14 (Leis Distributivas). Seja {A4; : i € I} uma familia indexada de conjuntos
qualquer e B um conjunto arbitrdrio, entdo:

a. BNU;er Ai = Ui (BN Ay);

b. BU ﬂie[ A; = ﬂieI(B U Az);
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Dem.: Como no teorema anterior, faremos apenas a prova do item a. e deixaremos o item b.
para o leitor.

:z:eBmUAZ- VN xEBe:I:EUAi VN meBe(HieI,meAi)
el el

& diel, <xEBeaz€Ai) & diel, (xeBmAi>

= T € LJ(13r1140
el

O

Teorema 3.15 (Leis de De Morgan). Seja {A; : i € I} uma familia indexada de conjuntos
qualquer e B um conjunto arbitrdrio, entdo:

a. (Uiel Ai)c = Nier 45
b. (ﬂiel Ai)c = Uie[ Af;

Existe uma notacao alternativa para unides e intersecoes arbitrarias quando o familia de
conjuntos nao ¢é indexada. Seja F uma colegao de conjuntos qualquer. Vamos denotar a reuniao
de todos os elementos da familia por

JF={z:34A€F)zec A}

ouseja, r € | JF & (JAe F)xz e A

Analogamente,

m]::{x;(VAE}")xEA},
eassim,z € (| F & (VAe F)z e A

Obviamente, caso a colegdo F possa ser indexada por um conjunto de indices I, teremos

F = {/h;i € I} e
Ur=U4a ¢ OF=A4

el el



Capitulo 4

Produto Cartesiano

Definicao 4.1. Dados dois elementos, x ey, chamaremos de par ordenado um terceiro elemento
denotado (z,y). Também dizemos que x é a primeira coordenada e y é a sequnda coordenada do
par ordenado (x,y).

Aqui o adjetivo “ordenado” enfatiza que a ordem na qual os elementos = e y aparecem entre
os parénteses é essencial. Também é comum chamar os elementos x e y de de primeira projecao
e segunda proje¢ao do par ordenado (x,y), respectivamente, e denotar isso por:

r=mi(r,y) e y=mr,y)

Note que o par ordenado (a,b) ndo é o mesmo que o conjunto {a, b}.

Defini¢ao 4.2. Dizemos que dois pares ordenados (z,y) e (a,b) sao iguais se e somente se
x=a ey=>b. Simbolicamente, temos:

(x,y)=(a,b)sr=aecy=>

Em particular, (z,y) = (y,z) se e somente se z = y.

Em geometria analitica convencionamos associar a cada ponto do plano um par ordenado
de nameros reais (fixando uma origem e um par de eixos ortogonais). O plano cartesiano, como
conhecemos, é o conjunto de todos os pares ordenados de nimeros reais. Vamos formalizar esse
conceito.

Defini¢ao 4.3. Sejam A e B dois conjuntos quaisquer. O conjunto de todos os pares ordenados
(z,y), comxz € A ey € B, é chamado o produto cartesiano de A e¢ B, e denotado A x B.
Simbolicamente

AxB={(z,y);x€Aeyec B}

Exemplo: Sejam A = {a,b} e B = {1,2,3} entao

AxB = {(a,1),(a.2),(a,3),(b,1),(52),(b3)} e
BxA = {(1,a),(Lb),(2,a),(2,b),(3,a),(3,b)}

Note que, em geral, A x B # B x A.

35
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Observagao: Se os conjuntos A e B s@o finitos, com ntmero de elementos n(A) = m e
n(B) = n, entdo o produto cartesiano A x B também é um conjunto finito com n(A x B) = m-n,
ou seja,

n(A x B) =n(A) - n(B).

Exemplo:

I. R x R = {(x,y);z,y € R} ¢é identificado com o plano cartesiano usual da geometria
analftica;

2. [0,1] x [0,1] = {(z,y); z,y e Re0 < x < 1e0 <y < 1} pode ser descrito geometrica-
mente como um quadrado (fechado) de lado 1 com vértices nos pontos (0,0),(1,0),(1,1)
e (0,1) do plano cartesiano.

Uma forma mais comum de escrever esse conjunto é observar que [0, 1] x [0, 1] & subconjunto
de R x R e escrever

[0,1] x [0,1] = {(z,y) e Rx R;0 < =,y < 1}.
Neste caso, a expressao 0 < x,y < 1 deve ser entendida como 0 <z <1e 0Ly < 1.

3. [-2,2] x [-1,1] = {(z,y) € Rx R;|z| < 1e|y| <2} pode ser descrito geometricamente
como um retangulo de base 2 e altura 4 do plano cartesiano.

4. 81 = {(z,y) € R x R; 22 4+ y? = 1} pode ser descrito geometricamente como o circulo de
raio 1 e centro no ponto (0,0) do plano cartesiano. Note que S! é um conjunto de pares
ordenados, porém nao é possivel escrevé-lo como um produto cartesiano de dois conjuntos.

4.1 Quadrado cartesiano de um conjunto

No caso particular em que B = A, o produto cartesiano A x A é chamado de quadrado
cartesiano de A ou apenas o quadrado do conjunto A, e indicado pela notacio A2, que se lé: "A
dois".

A = {(z,y); 2,y € A}

O conjunto de todos os pares ordenados da forma (z,x), com = € A, é chamado de diagonal
do quadrado A? e indicado por D 42, ou seja,

Dy ={(z,x);z € A}

Se o conjunto A é finito e tem m elementos, o quadrado cartesiano A% também é um conjunto
finito e tem m? elementos. Obviamente, a diagonal D42 de A também é um conjunto finito e
tem m elementos.

Exemplo: Considere o conjunto A = {a,b,c}, entdo

A% ={(a,a),(a,b), (a,c), (b, a), (b,b), (b ), (¢, a), (¢, b), (c,c)}

D2 = {(a’ a)v (b’ b)v (C’ C)}

Observe-se que o quadrado A% tem exatamente 32 = 9 elementos e que a sua diagonal D 42 tem
3 elementos.
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Observacao: Dispondo os elementos de A? em forma de quadrado, os pares ordenados (a, a), (b, b),
e (¢, c) estarao dispostos na diagonal indicada abaixo,

a,c)

(
(0.¢)

(
(

Exemplo: No caso em que A = R, o quadrado é R? = {(z,);2,y € R} e sua diagonal é
Dg2 = {(z,z);z € R}.

4.2 Propriedades do produto cartesiano

Sejam A, B e C conjuntos quaisquer:

P. AxB=g0s A=2ouB=g;

Suponha, por absurdo, que A # @ e B # &, neste caso existe pelo menos um elemento
xo € A e pelo menos um elemento y, € B, logo (z,,Yy,) € Ax B, 0 que contraria a hipotese
de Ax B=g.

Observacao: Note que a prova acima nao esti completa, pois a demonstracao de um teorema
do tipo “se e somente se” deve sempre ter duas partes: suficiéncia (=) e necessidade («<). Na
propriedade acima esté provada somente a suficiéncia (usando a técnica de reducao ao absurdo).

Isso é bastante comum quando a demonstracao da outra implicacao é “trivial”. Neste caso,
para provar a necessidade, devemos supor que um dos conjuntos, A ou B, é vazio, neste caso &
6bvio que ndo existirdo pares ordenados em A X B.

A moral da historia aqui é a seguinte: quando o autor ndo fala nada de uma parte da
demonstracao é porque (muito provavelmente) essa parte da demonstragao é trivial. No seu
caso, como estudante, jamais deixe de fazer uma demonstragao por acha-la facil. Caso nao haja
realmente o que escrever, diga pelo menos que a prova é trivial, evidente ou consequéncia direta
da definicao ou de outro resultado.

Na propriedade abaixo um dos lados também ¢é trivial. Antes de ler a prova, tente descobrir
qual é o lado trivial e qual merece uma prova mais detalhada.

P5. Se A e B sao ndo vazios entio Ax B=B X A& A= B;

A necessidade é evidente e segue da definicao. Para a suficiéncia vamos provar a contra-
positiva, ou seja, sabendo que A # B mostraremos que A X B # B x A.

Como A#Bo A¢ BouB ¢ A& (i)3x)(re ANz ¢ B)ou (i) Jy)(y e BAy ¢ A).
No caso (i), da hipotese B # & sabemos que existe y, € B. Logo (z,y,) € A X B e
(x,y0) € Bx A, poisx € Aex ¢ B. O caso (i) é analogo e fica como exercicio.

P;, ACB= (i) AxCCBxCe (it) CxACC x B,

Para provar (i), basta mostrar que todo elemento (x,y) € A x C' também é elemento
de Bx C. Mas (z,y) € AxC &z € Aey e C. Como A C Bentdoz € Be
yeC & (x,y) € BxC. A prova de (i7) é andloga e fica como exercicio.
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P,. Se A é ndo vazioentao Ax BC AxC < B C C;

Note que a proposicao é verdadeira no caso particular em que B = &. Logo podemos

supor que B # &. Seja y € B um elemento qualquer, como A # & entdo existe x € A.
Assim

re€AeyeB= (z,y) EAXxB= (z,y) e AxC=ax€cAeyecC=yecC.

Como a prova acima vale para qualquer y € B, podemos concluir que B C C.

Py. Se A énao vazioentdao Bx ACC x A< B C C

Essa prova fica como exercicio, pois a ideia é a mesma da propriedade anterior.

Ps5. Distributividade do produto cartesiano em relacdo a intersecdo, a reunido e a diferenca:

a. Ax(BNC)=(AxB)N(AxC)
b. (ANB)xC=(AxC)N(BxC)
c. Ax(BUC)=(AxB)U(AxC(C)
d. (AUB)xC=(AxC)U(BxC)
e. Ax(B-C)=(AxB)—(AxC(C)
f.(A-B)xC=(AxC)—(BxC)

Vamos fazer a prova de apenas duas das proposicoes acima para ilustrar todos os passos.
Pense na justificativa para cada uma das passagens e porque essa lista de equivaléncias é
suficiente para garantir a prova.

(x,y) € Ax (BUCQ) reAeye(BUQO)
re€Ae(yeBouyel)
(reAeyeB)ou(xecAeyel)
(x,y) € Ax Bou (z,y) € AxC

(x,y) € (Ax B)U(Ax ()

(R R

(x,y) € Ax (B-C) reAeye(B-0C)
reAe(yecBey¢ ()
(reAexecA)e(ycBeyg¢CO)
re€Ae(reAeyeB)ey¢ C
r€Ae(ycBexecAeydC
(xreAeyeB)e(zecAey ¢ C)
(x,y) e Ax Be(xz,y) ¢ AxC
(5,9) € ((Ax B) - (A C))

te 0T

4.3 n-uplas ordenadas

Definicao 4.4. Fizado um numero natural n, chamaremos de n-upla ordenada ao elemento
(x1,22,...,2p). Neste caso, para cada j (1 < j < n). dizemos que x; € a j-ésima coordenada
da n-upla ordenada (x1,x2,...,xy,) € usaremos a notagdo xj = mj(x1,T2,...,Ty) para indicar
esse fato.
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Assim como no caso de pares ordenados, a ordem dos elementos é importante e a lista de
elementos x1,x2, ..., T, pode conter repeticoes.

Com essa notac¢ao, um par ordenado é uma n-upla ordenada com n = 2. Quandon = 3,4,5...
costuma-se usamos os nomes tripla ordenada, quadrupla ordenada, quintupla ordenada etc.
Também é valido falar 5-upla ordenada, 8-upla ordenada e assim por diante.

Definigao 4.5. Dizemos que duas n-uplas ordenadas (a1, az,...,a,) € (1,Z2,...,Ty) sdo iguais
se todo elemento da primeira € igual ao elemento correspondente da sequnda. Isto é

(a1,a2,...,an) = (T1,2T2,...,2n) & aj = ;,Yj com 1 < j < n.
4.4 Produto cartesiano de varios conjuntos

A nocéao de produto cartesiano, definida para dois conjuntos, pode ser estendida para qual-
quer nimero natural n > 2 de conjuntos.

Defini¢ao 4.6. Chamaremos de produto cartesiano dos n conjuntos Ay, Aa, ..., An (na ordem
em que estao escritos) ao conjunto de todas as n-uplas (x1,xa,...,x,) tais que x1 € Ay, x9 €
Ag, ... ,xy € Ay, e denotamos esse conjunto por
n
Ay x Ay x ... x A, ou HAj’
j=1

dessa forma

A;j = {(z1,22,...,2p);x1 €Are za€Age ... exy, € Ay}
1

n

J
= {(z1,22,...,2,);Vj € {1,2,...,n}, x; € Aj},

ou seja

n
(x1,22,...,2p) € HAj<:>Vj€{1,2,...,n}, xj € Aj.
j=1

Os conjuntos Aj, Ao, ..., A, s80 chamados de fatores do produto cartesiano H?:l Aj.

No caso particular em que todos os fatores sdo iguais A = Ay = Ay = ... = A, o produto
cartesiano A x A x ... x A (n vezes) recebe o nome de m-ésima poténcia cartesiana de A.
Denotamos esse conjunto A", notacdo que ¢ lida "A ene".

A diagonal de A™ & o conjunto de todas as n-uplas (z,z,...,x) tais que x € A.

Exemplo: Dados A = {a1,a2}, B = {b1,be,b3} e C = {c1,c2} temos

AxBxC = {(a1,b1,c1),(a1,b1,¢2), (a1, b2, c1), (a1,b2,¢2), (a1,bs, c1), (a1, bs, c2),

(az,b1,c1), (az, b1, c2), (az, bz, c1), (a2, bz, ¢2), (az, b3, c1), (az, b3, c2) };

A* = {(a1,a1,a1), (a1, a1,a2), (a1, a2, a1), (a1, as, as),

(a2, a1,a1), (a2, a1, a2), (a2, az, a1), (a2, az, a2) };
DA3 = {(al,al,al),(a25a2’a2)};

DB4 = {(bl,blvblab1)7(b27b27b27b2)7(b3>b37b37b3)}'
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