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Apresentacao

Esta publicacéo constitui-se como um importante recurso posto a disposicéo
dos alunos do curso de licenciatura plena em Computacdo, na modalidade
educacéo a distancia da Universidade Estadual do Ceara, tendo como fina-
lidade apresentar uma introdugéo aos principios gerais da Estatistica (seu
campo de atuagao) e aprofundar alguns conceitos importantes ao entendi-
mento do seu campo de estudo.

O livro esta organizado em 9 capitulos. Os capitulos 1 a 5 tratam dos
topicos referentes a Estatistica Descritiva, iniciando com a apresentacao da
Estatistica como campo de conhecimento; explicando os significados de po-
pulagdo e amostra; apresentando os diversos tipos de gréficos estatisticos,
tabelas e séries. O capitulo 5 é dedicado a distribuicao de frequéncia de dados
qualitativos e quantitativos.

Os capitulo 6 e 7 encerram a parte dedicada a Estatistica Descritiva,
apresentando medidas de posicao e medidas de disperséo ou de variabilidade.

Os capitulos 8 e 9 sdo dedicados ao estudo de probabilidade, abordan-
do a definicdo conceitual, espagos amostrais finitos e infinitos, probabilidade
condicional e distribuicdes estatisticas.

Ao final de cada capitulo, sdo apresentadas atividades de avaliagdo que
podem ser utilizadas como verificagdo de aprendizagem do aluno.

Os autores






Gapitulo
Introducao a Estatistica






Objetivos

e Apresentar os conceitos basicos de Estatistica, o seu campo de aplica-
cao e as fases do método estatistico descritivo.

o Apresentar os conceitos de variaveis, populagéo e amostra além dos mo-
tivos para se fazer uso de amostragem e quais os seus tipos principais.

1. A Estatistica como campo de conhecimento

Em nosso dia a dia, frequentemente estamos fazendo observagdes de fend-
menos e gerando dados. Os professores analisam dados de alunos; analistas
de sistemas analisam dados de desempenho de sistemas computacionais;
médicos analisam resposta do paciente a tratamentos, e todos nés, ao lermos
jornais e revistas, estamos vendo resultados estatisticos provenientes do cen-
so demogréfico, de pesquisas eleitorais, da bolsa de valores etc.

Os dados podem provir de estudos observacionais ou de experimentos
planejados. Ao acompanharmos o desempenho de um processo produtivo
em sua forma natural, estamos fazendo um estudo observacional; ao alterar
de forma proposital alguma varidvel do processo para verificar seus resulta-
dos, estamos realizando um experimento.

Estatistica € um campo do estudo centrado na producéo de metodolo-
gia para coleta, organizagao, descricao, andlise e interpretacéo de dados bem
como na obtencéo de conclusodes validas e na tomada de decisbes razoaveis
baseadas em tais anélises.

e Decidir qual € o melhor plano experimental e amostral para a realizagao
da Pesquisa.

¢ Organizar e sumarizar dados obtidos por classificagcéo, por contagem
Ou por mensuragao.

o Fazer inferéncia sobre populagdes de unidades (individuos, objetos, ani-
mais) quando apenas uma parte (amostra) é estudada (classificada, con-
tada ou medida).

A Estatistica pode ser aplicada em praticamente todas as areas do
conhecimento humano, tais como administracdo, Economia, Farmaécia,
Educacao, Agricultura, Informatica, Psicologia, indUstria, comércio, Medicina
e vérias outras.

Estatistica e Probabilidade
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Podemos dividir a estatistica em dois grupos: descritiva e indutiva.

A coleta, a organizagéo e a descricdo dos dados estdo a cargo da
Estatistica Descritiva, enquanto a analise e a interpretacdo desses dados
ficam a cargo da Estatistica Indutiva ou Inferencial.

A estatistica envolve técnicas para coletar, organizar, descrever, anali-

sar e interpretar dados provenientes de estudos experimentais e de estudos
observacionais.

A analise estatistica de dados geralmente tem por objetivo a tomada
de decisbes, resolugcao de problemas ou produgéo de conhecimentos. Novos

conhecimentos em geral nos levam a novos problemas, resultando em um
processo interativo.

4

| Novos conhecimentos
Novos problemas

v

Pesquisa » Dados Informagdes

Vis&o geral do processo estatistico

Definicdo
do problema &

. Variaveis
Planejamento

Levantamento Populagao
dos dados
Censo J
Apresentacao Apresentagao
tabular dos dados
Gréfica

( Estatistica descritiva

Estatisticas Analise e interpretacdo dos dados

2. Porque estudar Estatistica
O interesse pelo estudo da estatistica se justifica porque
e a natureza apresenta variabilidade.
e ocorrem variagées de individuo para individuo.

e ocorrem variagdes no mesmo individuo.



e a Estatistica estuda como controlar, minimizar e observar a variabilidade
inevitavel de todas as medidas e observacoes.

e sem métodos estatisticos, a validade cientifica ficaria comprometida.

3. Método estatistico
3.1 O método cientifico

Podemos entender método cientifico como um conjunto de regras basicas
para desenvolver uma experiéncia a fim de produzir um novo conhecimento,
bem como corrigir e integrar conhecimentos pré-existentes.

Dos métodos cientificos, podemos destacar o método experimental e o
estatistico.

3.2 O método experimental

O método’ experimental baseia-se em manter constantes todas as causas
(fatores), menos uma, e variar essa causa de modo que o pesquisador possa
descobrir seus efeitos, caso existam. E muito utilizado no estudo da Fisica, da
Quimica etc.

3.3 O método estatistico

E utilizado quando precisamos descobrir fatos em um campo em que o méto-
do experimental n&o se aplica (como, nas Ciéncias Sociais), ja que os varios
fatores que afetam o fendbmeno em estudo ndo podem permanecer constantes
enquanto fazemos variar a causa que, naquele momento, nos interessa. A de-
terminagao das causas que definem o prego de uma mercadoria seria um bom
exemplo: para aplicarmos o método experimental, teriamos que variar a quanti-
dade da mercadoria para saber se tal fato iria influenciar ou ndo no seu prego.

Nesses casos, lancamos mé&o de outro método, o método estatistico.
O método estatistico, diante da impossibilidade de manter as causas cons-
tantes, admite todas essas causas presentes variando-as, registrando essas
variagdes e procurando determinar, no resultado final, que influéncias cabem
a cada uma delas.

Estatistica e Probabilidade i

1 Método: é um conjunto
de meios dispostos
convenientemente para
se chegar a um fim que se
deseja.
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2 Dado: é uma descricao
limitada do real,
desvinculada de um
referencial explicativo

e dificil de ser utilizado
como informagéao por ser
ininteligivel

3 Informacéo: é uma
descricdo mais completa
do real associada a um
referencial explicativo
sistematico. Assim a
informacao é o dado, cuja
forma e conteldo s&o
apropriados para um uso
especifico

SILVA, J. L C; FERNANDES, M. W; ALMEIDA, R. L.F.

3.4 Fases do método estatistico descritivo

a) Coleta de dados

A coleta de dados? é o meio pelo qual a informagéo® sobre as variaveis é co-
letada. A coleta de dados pode ser direta, quando ela é feita diretamente na
fonte, e indireta, quando é feita através de outras fontes.

Em relacédo ao fator tempo, a coleta de dados pode ser classificada em
continua, periédica ou ocasional.

e Coleta de dados continua: quando os eventos que acontecem durante
determinado estudo s&o registrados a medida que ocorrem.

e Coleta de dados peridédica: acontece em intervalos constantes de tem-
pO, COMO NOS CENSOS.

e Coleta de dados ocasional: sdo aqueles realizados sem a preocupagao
de continuidade ou periodicidade, com o objetivo de atender a uma con-
juntura ou emergéncia.

b) Critica dos dados

A critica dos dados é um processo de deteccéo de erros por inspe¢ao cuida-
dosa dos dados coletados. Em geral, é tida com a responséavel por retardar
a conclus&o dos resultados da pesquisa. No entanto, trata-se de uma etapa
fundamental para garantir a qualidade dos dados.

¢) Apuragao dos dados

Consiste em resumir os dados através de uma contagem e de um agrupa-
mento. E um trabalho de coordenacao e de tabulagdo. Pode ser manual, ele-
tromecanica ou eletrbnica.

d) Exposi¢ao ou apresentagao dos dados

A apresentacéo dos dados é de fundamental importancia para uma pesquisa.
Estes devem ser apresentados de forma adequada, por meio de tabelas e/ou
gréficos que permitam sintetizar grandes quantidades de dados, tornando mais
facil a compreenséo do atributo em estudo e permitindo uma futura anélise.

e) Analise dos resultados

O objetivo de uma analise estatistica é tirar conclusées que ajudem o pesqui-
sador a resolver o problema proposto. O significado exato de cada um dos
valores obtidos através do célculo das varias medidas estatisticas disponiveis
deve ser bem interpretado.



Gapitulo
Populacdo e Amostra






Objetivo

¢ Definir o que s&o variaveis, populagéo e amostra.

1. Variaveis

Chamamaos de variavel o conjunto de resultados possiveis de um fenémeno. Os
simbolos utilizados para representar as variaveis séo as letras maitsculas do
alfabeto, como X, Y, Z, ... que podem assumir qualquer valor de um conjunto de
dados. Podemos citar como exemplo: idade, sexo, estado civil etc. A escolha da
variavel dependera dos objetivos do estudo estatistico.

As variaveis podem ser classificadas dos seguintes modos.

a) Qualitativas (ou atributos). sdo caracteristicas de uma populagdo que ndo
podem ser medidas, ndo tm ordenamento nem hierarquia. Essas varidveis
e podem ser.

e Nominais: quando os valores s&o expressos por atributos. Ex: sexo,
cor da pele, curso de graduagao, nacionalidade etc.

¢ Ordinais ou por postos: quando a variavel segue uma ordem, mesmo
n&o podendo ser medida. Ex escolaridade, cargos em uma empresa,
patente militar, etc.

b) Quantitativa: quando os valores da variavel forem expressos em nimeros,
podendo ser-

o Discreta: assume apenas valores pertencentes a um conjunto enume-
ravel e resultam de uma contagem. Ex nimero de filhos, quantidade
de cursos etc.

¢ Continua: pode assumir qualquer valor num intervalo razoavel de va-
riacdo. Ex: peso, altura, faixa etéria etc.

2. Escala de medidas

Escala € um conjunto de simbolos ou nimeros*, construido com base numa
regra e aplica-se a individuos ou aos seus comportamentos ou atitudes. A
posicao de um individuo na escala é baseada na posse pelo individuo do atri-
buto que a escala deve medir. As principais escalas de medida s&o: nominal,
ordinal, intervalar e razao.

Estatistica e Probabilidade

4 Observe que algumas
vezes sao atribuidos
numeros aos dados

para serem inseridas no
computador: 0 - sim; 1 -
nao, 2 - indeciso. Neste
caso sao apenas rotulos e
nao podem ser efetuados
calculos com estes
nlimeros.
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5> Observe que na escala
ordinal ndo € possivel
quantificar o quanto o nivel
3 é melhor do que 2 ou 0 4
€ melhor do que 3.

e Escala nominal

Da nome a uma categoria ou a uma classe. Os dados n&o podem ser
dispostos em um esquema ordenado. Exemplos: respostas do tipo “sim”,
“ndo” ou “indeciso”

e Escala ordinal®

Da nome e uma ordem a uma categoria ou a uma classe. A diferenca
entre os valores dos dados ndo pode ser determinada ou n&o faz para
a pesquisa sentido. Exemplos: grau de instrugdo: 1 = sem instrugao;
2 = primeiro grau; 3 = segundo grau, 4 = superior; 5 = Mestre; 6 = Doutor.
Escala intervalar

E verdadeiramente quantitativa. Amensurag&o é feita diretamente em n-
meros reais, obtidos mediante a comparagdo com um determinado valor
fixo, denominado unidade. O nome "intervalar" esta ligado aos intervalos
entre as categorias da variavel e aqui se sabe exatamente o quanto uma
categoria € menor ou maior que outra ou, ainda, se ha igualdade entre
elas. As operagdes aritméticas comuns (soma, subtragao, multiplicagéo
e divisdo) sdo aplicaveis. Ex os valores de idade, altura, peso, pressao
arterial, frequéncia cardiaca, exames laboratoriais, medidas diversas etc.

e Escala proporcional ou nivel de razao

Tem todas as caracteristicas das escalas apresentadas anteriormente e
ainda fornece um zero absoluto ou uma origem significativa. Por haver
um acordo universal acerca das localizagbes do ponto zero, as compa-
ragdes entre magnitudes de valores na escala de razdo séo aceitaveis.
Uma escala de razdes reflete a quantidade real de uma variavel. Todas
as operagoes aritméticas s&o possiveis. Ex: peso. Peso Zero = auséncia
de peso. 60 kg é o dobro de 30 kg.

3. Populacao

E um conjunto de elementos com pelo menos uma caracteristica em comum,
que deve delimitar inequivocamente quais os elementos pertencem a popu-
lac&o e quais n&o pertencem. Exemplos: os alunos de uma universidade, os
clientes de um banco.

e Como definir uma populagao?

e Aquem interessa esse resultado?



e Se o analista dos resultados for o responsavel pelos cursos de educacao
a distancia de uma universidade, sera que interessa a ele o desempenho
dos alunos dos cursos presenciais?

e Devemos procurar as caracteristicas que interessam ao analista dos
resultados.

e (s alunos de uma universidade em 2010.
e (s alunos dos cursos a distancia da universidade em 2010.

Perceba que a cada item, estamos especificando cada vez mais as
caracteristicas das pessoas a serem observadas, restringindo a populacao
objeto de nossos estudos.

A populag&o pode ser

¢ Finita: quando o nimero de unidades a observar pode ser contado e é
limitado. Ex: alunos matriculados nas escolas publicas, pessoas que pos-
suem aparelho telefone celular, nUmero de alunos que se matricularam na
disciplina “Estatistica” na universidade em 2010 etc.

¢ Infinita: quando a quantidade de observagéo é ilimitada ou quando as
unidades da populagdo ndo podem ser contadas. Ex: conjunto de medi-
das de determinado comprimento, gases, liquidos, em que as unidades
n&o podem ser identificadas ou contadas.

4. Censo

E uma colecdo de dados relativos a todos os elementos de uma populacao.

5. Amostra

Definida as caracteristicas da populagéo, o passo seguinte € o levantamento de
dados acerca das caracteristicas do objeto em estudo. Mas sera que sempre é
possivel o levantamento de dados de toda a populagéo que devemos analisar?

A maioria das vezes ndo é conveniente e em algumas é impossivel devi-
do aos seguintes fatores.

e Tempo: as informagdes devem ser obtidas com rapidez
e Precisao: as informacdes devem ser corretas

e Custo: no processo de coleta, sistematizacdo, analise e interpretacao, o
custo deve ser o menor possivel.

Estatistica e Probabilidade

6 Parametro: é uma medida
numérica que descreve
uma caracteristica da
populacéo

7 Estimativa: € uma medida
numérica que descreve
uma caracteristica da
amostra
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8 Amostra: € um
subconjunto de

uma populacgéao,
necessariamente

finito, pois todos os
seus elementos serdo
examinados para efeito
da realizacdo do estudo
estatistico desejado.

° Tabelas de nimeros
aleatorios: vocé pode gerar
uma tabela de nimeros
aleatdrios fazendo uso do
Excel ou do Br.Office Calc
por intermédio da fungéo
ALEATORIO(

SILVA, J. L C; FERNANDES, M. W; ALMEIDA, R. L.F.

Por impossibilidade ou inviabilidade econdmica ou temporal, devemos,
entdo, delimitar nossas observagdes a uma parte da populagéo, isto €, a uma
amostra® proveniente dessa populacéo.

Populagéo

Amostragem é uma técnica especial usada para recolher amostras que
garante o0 acaso na escolha de modo a garantir 8 amostra o carater de repre-
sentatividade.

Vejamos trés dos principais tipos de amostragem.

e Amostragem casual simples: composta de elementos retirados ao
acaso da populagdo, ou seja, consiste em selecionar a amostra através
de um sorteio. Dessa maneira, todos os elementos da populagao terdo
igual probabilidade de serem escolhidos. Para realizar esse sorteio, pode-
mos utilizar urnas, tabelas de nimeros aleatérios® ou algum software que
gere numeros aleatorios.

o Amostragem sistematica: E utilizada quando a populagdo esté natu-
ralmente ordenada, como listas telefénicas, fichas de cadastramento etc.

e Amostragem estratificada: composta por elementos provenientes da di-
visdo da populagédo em subgrupos denominados estratos (por exempilo,
por sexo, renda, bairro etc.)

Rtividades de avaliagdo

1. Faga uma pesquisa sobre a evolugéo da Estatistica.
2. Cite algumas areas em que a Estatistica é aplicada.
3. Como podemos classificar a Estatistica?

4. Qual a diferenga existente entre Estatistica Descritiva e Estatistica
Indutiva?

5. Quais as fases do método estatistico?

6. Com o objetivo de fazer um estudo sobre o sobre o nimero de irméos
dos alunos de uma escola, foi feita uma pesquisa em que responderam
60 alunos.
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Identifique
a) a populagéo em estudo.
b) a amostra escolhida.
¢) a variavel em estudo classificando-a.

7. Foi feito um estudo em uma universidade e recolheram-se dados referen-
tes as variaveis idade, sexo, curso, ano de ingresso.

a) Das variaveis indicadas, quais s&o as quantitativas e quais s&o as qualitativas?

b) Das variaveis quantitativas, quais s&o continuas?
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Gapitulo
braficos Estatisticos






Objetivos

o Descrever a importancia de gréaficos e de tabelas para compreenséo da
informacao.

e Apresentar as diversas maneiras de representagao dos dados.

o Construir graficos e tabelas usando as técnicas adequadas e seguindo
normas vigentes e boas préticas.

1. Apresentacao grafica

Os dados podem ser apresentados em gréaficos, com a finalidade de proporcio-
nar ao interessado uma visao rapida do comportamento do fenémeno.

Representa qualquer tabela de maneira simples, legivel e interessante,
tornando claras as informagdes que poderiam passar despercebidos em da-
dos apenas tabulados.

E importante que os gréaficos sejam simples; as informacées contidas
devem ser diretas, e detalhes secundarios, omitidos, devem ser claros para
possibilitar uma correta interpretacdo e devem expressar a verdade sobre o
caso em estudo.

Os principais tipos de gréficos sdo os diagramas, os cartogramas e 0s
pictogramas.

2. Diagramas

Os diagramas sao graficos geométricos que possuem no maximo duas di-
mensoes. O sistema cartesiano é utilizado na sua construcdo.

2.1 Grafico em barras ou em colunas

Um gréafico em barras horizontais representa a série de dados através de re-
tangulos dispostos horizontalmente com mesma altura e comprimentos pro-
porcionais a frequéncia de cada dado. Esse grafico € muito apropriado para
representar graficamente os dados qualitativos, porém pode, ser utilizado tam-
bém para representar dados quantitativos discretos.

\eja o exemplo a seguir.

Estatistica e Probabilidade
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Tipos de filmes preferidos pelos jovens

Terror [
Romance
Policial
Drama
Aventura
1] 10 20 30 40 50
Frequéncia

No gréafico em colunas, os retangulos s&o dispostos verticalmente com
a mesma base e alturas proporcionais a frequéncia de cada dado. Os valores
da variavel sao colocados no eixo horizontal, e a frequéncia no eixo vertical.

Producgao de uma empresa de janeiro a junho de 2009

80
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u
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m Arroz

B
o

[ Feijao
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Q
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o o

o

Janeiro Fevereiro Marco Abril Maio Junho
Més

2.2 Grafico em linhas

Neste gréfico é usada uma linha para representar a série estatistica. Seu prin-
cipal objetivo é evidenciar a tendéncia do fenémeno ou a forma como o ele
esta crescendo ou decrescendo através de um periodo de tempo. Seu traca-
do deve ser realizado considerando o eixo “X", horizontal, que representa a

escala de tempo e o eixo “y", vertical, que representa a frequéncia observada
dos valores.

Veja o exemplo a seguir



Producéo de arroz
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2.3 Grafico em setores

O gréfico de setor ou "pizza" como também é chamado, mostra o tamanho
proporcional de itens que constituem uma série de dados para a sua soma.
E utilizado principalmente quando se pretende comparar cada valor da série
com o total.

Esporte preferido dos alunos de uma escola

7%
|

10% M Futebol

Natacao
20% Volei
63%

B Basquete

2.4 Grafico polar

Neste tipo de gréafico, a série de dados é representada por meio de um po-
ligono. Ideal para representar séries temporais ciclicas, como a variagéo da
precipitacdo pluviométrica ao longo do ano. Para sua construgéo, divide-se
uma circunferéncia em tantos arcos quantos forem os dados a representar.
Pelos pontos de divisas tragam-se raios. Em cada raio é representado um
valor da série, marcando-se um ponto cuja distancia ao centro € diretamente
proporcional a esse valor e, em seguida, unem-se os pontos. No Excel, o
nome da ferramenta a ser utilizada € RADAR e o tragado do grafico é interno
a circunferéncia.

Estatistica e Probabilidade
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Precipitacao pluviométrica em uma cidade - 2008

Janeiro
Dezembro 300 ~——Fevereiro
200/
Novembro Q “ _»Margo
Outubro ) Abril
Setembro ~Maio
Agosto“— | __—Junho

Julho

Fonte: Dados Hipotéticos

2.5 Cartograma

O cartograma é a representacao sobre uma carta geografica (mapa). Este
gréfico € empregado quando o objetivo € o de figurar os dados estatisticos
diretamente relacionados a areas geograficas ou politicas.

Volume Armazenado(%)

Il Dc0a9% I De 102 19% B De20229% I De30a39%
I De 40 2 49% I e 502 59% B De 60 2 69% De 70 2 79%
I e 8o asgo% I De 902 99% I De 100 - acima

2.6 Pictogramas

E a apresentacéo de uma série estatistica por meio de simbolos representati-
vos de um fendmeno. A representacao grafica consta de figuras.

Veja o exemplo a seguir
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Frutas preferidas pelas criancas de uma escola

12

®
N

Uva Manga

Importante. Ao construir um gréfico, evitar
e muitas linhas, para ndo ficar muito poluido;

e legendas e simbolos dos eixos muito pequenos;
e simbolos em tamanhos diferentes;

e desperdicio de espaco;

e muitas marcas de escala.

1. Segundo a Revista Y, o nUmero de supermercados (em 100 unidades)
em algumas cidades brasileiras em 2005 foi o seguinte: 80 em Belo
Horizonte, 47 em Brasilia, 69 em Curitiba, 72 em Porto Alegre, 144 no
Rio de Janeiro e 399 em S&o Paulo. Organize os dados numa tabela
e represente-os graficamente com um grafico de colunas.

2. O quadro a seguir é o resultado de uma pesquisa sobre a preferéncia
de atividade fisica em uma academia. Construa um gréfico de setores
para representar o resultado.
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ATIVIDADE FiSICA DAACADEMIA
Atividade fisica Quantidade de alunos
Musculagao 30
Futebol 20
Natacdo 25
Hidroginastica 10
Ginastica 15

Dados Hipotéticos

3. Usando gréafico em barras, represente as tabelas a seguir
PRODUCAO DEARROZ POR REGIAO 2009

Regioes Quantidade (em toneladas)
Norte 946,2
Nordeste 11458
Centro-Oeste 1157,1
Sudeste 195,7
Sudeste 8571,5

Dados Hipotéticos

PRODUGAO DE PETROLEO BRUTO DO BRASIL 2000 - 2004

Anos Quantidade (em 1000m°)
2000 36180
2001 36410
2002 37164
2003 38011
2004 38200

Dados Hipotéticos

4. Em um Restaurante X, o nUmero de clientes no segundo semestre de
2009 foi o seguinte, (respectivamente, de julho a dezembro): 930, 820,
1080, 1230, 1190, 1740. Represente os dados através do grafico em
linhas.

5. Pesquise em jornais e em revistas dois exemplos de pictograma e
cartograma.



Gapitulo
Tabelas e Series Estatisticas






Objetivos

o Explicitar a importancia das tabelas e os seus principais elementos.

e Apresentar as principais séries estatisticas.

1. Tabelas

Um dos objetivos da estatistica € sintetizar os valores que uma ou mais vari-
aveis podem assumir para que possamos ter uma visao global de um varia-
¢ao. Para isso, a Estatistica apresenta esses valores em forma de tabelas e
graficos, que irdo nos fornecer rapidas e seguras informagdes a respeito das
varidveis em estudo, o que permite decisbes administrativas e pedagdgicas
mais coerentes e cientificas.

Os elementos de uma tabela séo os seguintes.

Titulo: deve responder as seguintes questoes:
e O que? (assunto ou fato a ser representado).
¢ Onde? (o local onde ocorreu o fenébmeno).
¢ Quando? (a época ou tempo em que se verificou o fenébmeno).

e Cabecalho: parte da tabela na qual é designada a natureza do contetdo
de cada coluna.

e Corpo: parte da tabela composta por linhas e colunas.
¢ Linhas: parte do corpo que contém uma sequéncia horizontal de informagoes.
¢ Colunas: parte do corpo que contém uma sequéncia vertical de informagoes.

e Coluna Indicadora: coluna que contém as discriminagdes corresponden-
tes aos valores distribuidos pelas colunas numéricas

e Casa ou célula: parte da tabela formada pelo cruzamento de uma linha
com uma coluna.

¢ Rodapé: espago aproveitado em seguida ao fecho da tabela, em que séo
colocadas as notas de natureza informativa (fonte, notas e chamadas).

¢ Fonte: refere-se a entidade que organizou ou forneceu os dados expostos.

Estatistica e Probabilidade

31



32 SILVA, J. L C; FERNANDES, M. W; ALMEIDA, R. L.F.

e Notas e Chamadas: sdo esclarecimentos contidos na tabela (hota - con-
ceituagc&o geral; chamada - esclarecer minUcias em relagao a uma célula).

Exemplo: / Titulo

Tabela 01 - Total do acervo das bibliotecas, impressos e multimidia por area de
conhecimento do CNPQ - 2009

Cabecalho
Area (CNPq) Livros

[ + Titulos Volumes

Coluna C?{enc?as e>'<attas.e da terra 216 1133

Indicadora Ciéncias bioldgicas 87 171
Engenharia/tecnologia - - Linhas
Ciéncias da saude 48 63
Ciéncias agrarias 05 06
Ciéncias social aplicadas 2694 1581
Ciéncias humanas 460 1139 /~ | Casaou
Total 3510 4093 / célula

Rodapé — Dados Hipotéticos

A apresentagdo de quadros e tabelas esta regida pelas Normas de
Apresentacao Tabular (IBGE, 1979) e pelas Normas de Apresentacéo Tabular
(Conselho Nacional de Estatistica, 1958).

1.1 Quadros

Denomina-se quadro a apresenta¢do de dados de forma organizada, para cuja
compreensdo nAo seria necessaria qualquer elaboracdo matematico-estatistica.

Qualquer que seja seu tipo, sua identificagdo aparece na parte inferior
precedida da palavra “Quadro”, seguida de seu nUmero de ordem, de ocor-
réncia de algarismos arabicos, do respectivo titulo, da legenda explicativa e
da fonte, se necessario.

1.2 Tabelas

Sao conjuntos de dados estatisticos, associados a um fenémeno, dispostos
numa determinada ordem de classificacdo. Expressam as variagdes qualita-
tivas e quantitativas de um fenémeno.

Afinalidade béasica da tabela é resumir ou sintetizar dados de maneira a
fornecer o maximo de informagao num minimo de espago.



Séao ainda caracteristicas das tabelas
Toda tabela deve ter significado proprio, dispensando consultas ao texto.

N&o devem ser apresentadas tabelas nas quais a maior parte dos casos
indiquem inexisténcia do fenébmeno.

Caso sejam utilizadas tabelas reproduzidas de outros documentos, a pré-
via autorizacdo do autor se faz necessaria, ndo sendo mencionada na
mesma.

O titulo é colocado na parte superior precedido da palavra “Tabela” e de
seu nimero de ordem em algarismos arabicos, bem como do respectivo
titulo, centrados na largura Util das paginas.

As fontes citadas na construgc&o de tabelas e notas eventuais aparecem
no rodapé apéds a linha de fechamento; utilizam-se tragos horizontais para
fechar as linhas externas, separando os cabegalhos do conteldo da ta-
bela e fechando a tabela.

Evitam-se tragos verticais para separar as colunas e tragos horizontais
para separar as linhas.

A tabela deve ser colocada em posicao vertical, para facilitar a leitura
dos dados.

No caso em que isso seja impossivel, deve ser colocada em posi¢ao ho-
rizontal, com o titulo voltado para a margem esquerda da folha.

Se a tabela (ou quadro) ndo couber em uma péagina, deve ser continuado
na pagina seguinte; nesse caso, o final ndo sera delimitado por trago ho-
rizontal na parte inferior, € o cabegalho sera repetido na pagina seguinte.

Tabela 1
TABELA FACULDADES

Faculdade Novos alunos Alunos de graduacao Alteracao
Universidade Cedar 110 103 +[
Faculdade Eim 223 214 +9
Academia Maple 197 120 +7
Faculdade Pine 134 121 +13
Instituto Oak 202 210 -8
Universidade xxx 24 20 +4
Faculdade Eee 43 53 -10
Academia Mmm 11 -8
Faculdade Ppp 4 +h
Instituto Okk 53 52 +1

Dados hipotéticos

Estatistica e Probabilidade
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2. Séries estatisticas

E toda tabela que apresenta a distribuicdo de um conjunto de dados estatisti-
cos em fungéo da época, do local e da espécie e que determina o surgimento
de quatro tipos fundamentais de séries estatisticas:

e Série temporal ou cronoldgica: é a série cujos dados estdo dispostos
em correspondéncia com o tempo, ou seja, varia o tempo e permanece
constante o fato e o local.

Exemplo:
Tabela 2
ALUNOS MATRICULADOS NOS CURSOS DE GRADUAGAO DA UNIVERSIDADEA
Ano Alunos matriculados
2007 17.300
2008 17.500
2009 16.837
2010 18.200

Dados Hipotéticos

e Série geografica ou territorial: é a série cujos dados estéo dispostos em
correspondéncia com o local, ou seja, varia o local e permanecem cons-
tantes a época e o fato.

Tabela 3

ALUNOS MATRICULADOS NAS UNIDADES DO INTERIOR NOS CURSOS DE GRADUACAO DA UNIVERSIDADEA - 2009

Cidades Alunos matriculados

CidadeA 550

Cidade B 1.605

Cidade C 610

Cidade D 689

Cidade E 1.288

Cidade F 340

Fonte: Dados Hipotéticos

e Série especifica ou qualitativa: é a série cujos dados estéo dispostos
em correspondéncia com a espécie ou qualidade, ou seja, varia o fato e
permanecem constantes a época e o local.

Veja o exemplo a seguir.
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Tabela 4

ALUNOS MATRICULADOS NA UNIVERSIDADEA - 2009

Alunos Alunos matriculados
Graduacao 16.837
Pés-graduacao 1.048

Dados Hipotéticos

e Série mista ou composta: a combinacio entre duas ou mais séries
constituem novas séries denominadas "compostas" e apresentadas em
tabelas de dupla entrada. O nome da série mista surge de acordo com a
combinagéo de pelo menos dois elementos.

Tabela 5
EVOLU(}RO DAS MATRICULAS DOS ALUNOS DA UNIVERSIDADEA - 2007 - 2009
Anos
Alunos
2007 2008 2009
Graduacdo 17.300 17.500 16.837
Pds-graduacao 997 1.010 1.048

Dados Hipotéticos

Referéncias

BARBETA, PA., REIS, M.M.,.BORNIA, A.C. Estatistica para Cursos de En-
genharia e Informatica, Sdo Paulo: Atlas, 2004.

BOLFARINE, Heleno & BUSSAB, Wilton O. Elementos de Amostragem. 1.
ed. Sao Paulo: Edgard Bllcher, 2005.

BUSSAB, Wilton de Ol., MORETTIN, Pedro A. Estatistica Basica. Sao Paulo: Sa-
raiva, 2002.

COSTA, F.S. Introducéo llustrada a Estatistica. S0 Paulo: Harbra, 1998.
CRESPO, A. Estatistica Facil . Rio de Janeiro: Saraiva, 1996.
FONSECA, Jairo Simon da. Introdugao a Estatistica. Rio de Janeiro: LTC. 1993.

JAIRO, Simon da Fonseca, MARTINS, Gilberto de Andrade. Curso de Esta-
tistica, Sao Paulo: Atlas, 1996.

MARTINS G.A. Estatistica Geral e Aplicada. S&o Paulo: Atlas, 2001.
MEYER, Paul L. Aplicagdes a Estatistica. Rio de Janeiro: LTC. 1992.

35



36

SILVA, J. L C; FERNANDES, M. W; ALMEIDA, R. L.F.

MIRSHAWKA, V. Probabilidade e Estatistica para Engenharia, Sao Paulo:
Nobel, 1978.

MORETTIN, Pedro A. Estatistica Basica. Sdo Paulo; Saraiva.2008.

PEREIRA, Wilson., TANAKA, Oswaldo K. Estatistica - Conceitos Basicos,
S30 Paulo: Makron Books, 1990.

ROSS, Sheldon. A First Course in Probability. 7. ed. New Jersey: Prentice
Hall, 2005.

SPIEGEL M. R. Estatistica. (Colegdo Schaum). S&o Paulo: Editora Afiliada 1993.

TRIOLA M. F. Introdugéao a Estatistica e Probabilidade Exercicios Resol-
vidos e Propostos. Rio de Janeiro: LTC, 1999.

TRIOLA, Mario F. Introdugao a Estatistica. Rio de Janeiro: LTC. 2005.
VIEIRA, S. Estatistica Experimental. Sdo Paulo: Atlas, 1999.



Gapitulo
Distribuicio de frequéncia
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Objetivos

o Apresentar a forma de sintetizar dados qualitativos quantitativos.

e Fornecer o passo a passo da construcao das tabelas de distribuicao de
frequéncia simples e para dados agrupados.

o Mostrar representacdes graficas: histograma, poligono de frequéncia e ogiva.

1. Sintetizando dados qualitativos

Os dados qualitativos sao o resultado da anlaise de variaveis qualitativas. A
andlise estatistica desse tipo de dados resume-se a contagem do nimero de
individuos em cada categoria e ao calculo das respectivas porcentagens.

Quadro 1
Coca-cola Sprite Coca-cola Pepsi-cola
Coca-cola zero Coca-cola Coca-cola Coca-cola
Pepsi-cola Sprite Pepsi-cola Pepsi-cola
Coca-cola Pepsi-cola Coca-cola Sprite
Coca-cola zero Coca-cola Sprite Coca-cola zero
Pepsi-cola Pepsi-cola Sprite Coca-cola zero

1.1 Distribuicao de frequéncia para dados qualitativos

Uma distribuicéo de frequéncia agrupa os dados por classes de ocorréncia,
resumindo a andlise de conjunto de dados grandes. VVejamos um exemplo.
Adotemos o conjunto de dados do quadro anterior que representa 0 consumo
de refrigerantes de um grupo de amigos.

Para construirmos a tabela de frequéncias, organizamos os dados em
3 colunas: coluna das categorias ou classes — onde se indicam todas as ca-
tegorias da variavel em estudo; coluna das frequéncias absolutas — onde se
registra o total de elementos da amostra que pertencem a cada categoria — e
coluna das frequéncias relativas (ou percentagens) — onde se coloca, para
cada categoria, o valor que se obtém dividindo a respectiva frequéncia abso-
luta pela dimens&o da amostra.

3g
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0 Em alguns casos, as
frequéncias relativas
s&o dizimas infinitas
obrigando, por isso, a
arredondamentos. Estes
podem ser feitos desde
que o total seja igual a 1.

Tabela 1

DISTRIBUICAO DE FREQUENCIA DAS COMPRAS DE REFRIGERANTES

Refrigerantes Frequéncia Absoluta Frequeéncia Relativa
Coca-cola 8 0,3333
Coca-cola zero 4 0,1667
Pepsi-cola 7 0,2917
Sprite 5 0,2083

Total 24 1

Dados Hipotéticos

Ao organizarmos os dados de uma amostra numa tabela de frequén-
cias, € bom verificarmos se as frequéncias estdo bem calculadas. Para isso é
suficiente soma-las para todas as classes e verificar que a soma das frequén-
cias absolutas é igual a dimensao da amostra e que a soma das frequéncias
relativas™ é igual a 1.

Saiba Mais W

Arredondamento de Dados

Regras: Portaria 36 de 06/07/1965 - INPM - Instituto Nacional de Pesos e Medidas.

e Se o primeiro algarismo apds aquele que formos arredondar for de 0 a 4, conservamos o
algarismo a ser arredondado e desprezamos os seguintes. Ex.: 7,34856 (para décimos) 7,3

e Se 0 primeiro algarismo apds aquele que formos arredondar for de 6 a 9, acrescenta-se
uma unidade no algarismo a ser arredondado e desprezamos os seguintes. Ex.: 1,2734
(para décimos) 1,3

e Se o primeiro algarismo apds aquele que formos arredondar for 5, seguido apenas de zeros,
conservamos o algarismo se ele for par ou aumentamos uma unidade se ele for impar, des-
prezando os seguintes. Ex.: 6,2500 (para décimos) 6,2 12,350 (para décimos) 12,4

e Se o5 for seguido de outros algarismos dos quais, pelo menos um é diferente de zero, au-
mentamos uma unidade no algarismo e desprezamos os seguintes. Ex.: 8,2502 (para déci-

mos) 8,3 8,4503 (para décimos) 8,5




1.2 Representacgao grafica para dados qualitativos

O gréfico estatistico™ é uma forma de apresentacaol/visualizagdo dos dados
estatisticos, que permite que a pessoa que esta analisando esses dados te-
nha uma impressao mais rapida e mais viva do fenébmeno em estudo, uma vez
que os graficos falam mais a compreensao do que as séries.

A grande vantagem dos gréficos em relag&o as tabelas de frequéncias
esta na rapidez da leitura, em que nao sé ha uma percepgao imediata de
qual a categoria de maior frequéncia, como também se evidencia com mais
clareza a ordem de grandeza de cada categoria relativamente as restantes.

Vejamos um exemplo de grafico em colunas usando como base a nos-
sa tabela de distribuicdo de frequéncia das compras de refrigerantes

Gréfico 1
DISTRIBUI(,‘I\O DAS COMPRAS DE REFRIGERANTES

Frequéncia

o N b~ OO

Coca-Cola Coca-Cola Pepsi-Cola Sprite
zero

2. Sintetizando dados quantitativos

O dado quantitativo faz referéncia aos nimeros no sentido de quantidade e
podem se dividir em duas categorias.

¢ Quantitativo discreto: aquele que pode assumir apenas valores per-
tencentes a um conjunto enumeravel.

Ex: populagéo: habitagdes de uma cidade (variavel: nUmero de como-
dos); populagéo: casais em uma cidade (variavel: nimero de filhos)

¢ Quantitativo continuo: pode assumir qualquer valor em certo interva-
lo de variacéo.

Exemplo: populagéo: pessoas residentes em uma cidade (variavel: idade); es-

tudantes: alunos de uma universidade (variavel: estatura dos alunos)

Estatistica e Probabilidade

1 Requisitos fundamentais
para a constru¢cdo de um
grafico:

Simplicidade: o gréafico deve
ser destituido de detalhes
de importancia secundaria,
evitando-se, também,
tragos desnecessarios que
possam levar a pessoa

que esta analisando a uma
interpretacéo equivocada
dos dados.

Clareza: o gréfico deve
possibilitar uma correta
interpretagao dos valores
representativos do caso em
estudo.

Veracidade: o grafico deve
ser a verdadeira expressao
do fenédmeno em estudo.



42

SILVA, J. L C; FERNANDES, M. W; ALMEIDA, R. L.F.

2.1 Distribuigao de frequéncia

Vamos imaginar uma pesquisa referente as estaturas de quarenta alunos que
compdem uma amostra dos alunos de uma universidade, o que resultou na
tabela de valores a seguir.

Tabela 2
ESTATURA DOS ALUNOS DE UMA UNIVERSIDADE
166 160 161 150 162 160 165 167 164 160
162 168 161 163 156 173 160 155 164 168
155 152 163 160 155 155 169 151 170 164
154 161 156 172 153 157 156 158 158 161

Fonte: Dados Hipotéticos

A tabela anterior € denominada de "tabela primitiva" por considerar que
os elementos ainda n&o foram numericamente organizados.

Visualizando a tabela anterior percebemos que fica dificil saber em tor-
no de que valor tende a se concentrar as estaturas dos alunos, qual a menor
ou qual a maior estatura ou, ainda, quantos alunos se acham abaixo ou acima
de uma determinada estatura. Logo, é importante organizar os dados, e a ma-
neira mais simples de fazer isso é através de uma certa ordenagéo (crescente
ou decrescente). A tabela obtida através da ordenag&o dos dados recebe o
nome de rol.

Tabela 3
ESTATURA DOS ALUNOS DE UMA UNIVERSIDADE
150 154 155 157 160 161 162 164 166 169
151 155 156 158 160 161 162 164 167 170
152 155 156 158 160 161 163 164 168 172
153 155 156 160 160 161 163 165 168 173

Dados Hipotéticos

Depois de feita ests ordenacao, ficou facil visualizar que a menor estatu-
ra € 150 cm, que a amplitude de variagao foide 173 - 150 =23 cm e, ainda, a
ordem que um valor particular da variavel ocupa no conjunto. Com um exame
mais minucioso, vemos que ha uma concentragdo das estaturas em algum
valor entre 160 cm e 165 cm e, mais ainda, que ha poucos valores abaixo de
155 cm e acima de 170 cm.



Construindo a tabela de frequéncia absoluta teremos:

Tabela 4
Distribuicao de frequéncia da estatura de 40 alunos de uma universidade
Estatura (cm) Frequéncia
150
151
152
153
154
155
156
157
158
160
161
162
163
164
165
166
167
168
169
170
172
173
Total

Dados Hipotéticos

- e e e N T2 R T N S e R S e I =

Observando a tabela anterior, percebemos que a sua construgéo nao é
adequada quando o nimero de valores da variavel (n) é de tamanho razoavel.
Entéo, é importante fazermos o agrupamento dos valores em varios intervalos
que, em Estatistica, chamamos de classes.

Atabela a seguir foi construida considerando a frequéncia de uma clas-
se o numero de valores da varidvel pertencente a classe. Essa tabela é deno-
minada "distribuicado de frequéncia com intervalos de classe".

Estatistica e Probabilidade
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12154 |— 158 (é um
intervalo fechado a

esquerda e aberto a direita,

tal que: 154 < x < 158),
em vez de dizermos que
a estatura de 1 aluno é
de 154 cm; de 4 alunos,
155 cm; de 3 alunos, 156

cm; e de 1 aluno, 157 cm,

dizemos que 9 alunos
tém estaturas entre 154,
inclusive, e 158 cm.

13 Na distribuicdo de
frequéncia com classe, o
hi sera igual em todas as
classes.

A amplitude total da
distribuicdo jamais
coincide com a amplitude
amostral, AT é sempre
maior que AA.
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Tabela 5
DISTRIBUICAO DE FREQUENCIA DA ESTATURA DE 40 ALUNOS DE UMA UNIVERSIDADE
Classes Frequéncia
150 |-154 4
154 |- 1582 9
158 |- 162 11
162 |-166
166 170
170 |- 174

Dados Hipotéticos

E importante salientar que, ao agruparmos os valores da variavel em clas-

ses, ganhamos em simplicidade para perdermos os detalhes. Perceba que, na
Tabela 3, é facil verificar que quatro alunos tém 161 cm de altura e que na
Tabela 4, ndo podemos ver se algum aluno tem a estatura de 159 cm. No entan-
to, sabemos com seguranga que onze alunos tém estatura compreendida entre
158 e 162 cm. Porém a nova tabela realgca o que ha de essencial nos dados e,
também, torna possivel o uso de técnicas analiticas para sua total descrigéo, o
que vem ao encontro da finalidade da estatistica, que é especificar e analisar o
conjunto de valores, desinteressando-se por casos isolados.

2.2 Elementos de uma distribuicao de frequéncia?®

Classe: sdo os intervalos de variagcao da variavel; é simbolizada porie o
namero total de classes, simbolizada por k. Ex: na tabela anterior, k =6 e
158 162 é a 33 classe, onde i = 3.

Limites de classe: sdo os extremos de cada classe. O menor nimero é
o limite inferior de classe () e o maior nimero, limite superior de classe
(L).Exem 158 +162,1,=158 e L, = 162.

Amplitude do intervalo de classe: é obtida através da diferenca entre
o limite superior e inferior da classe e é simbolizada por h, = L - |. Ex na
tabela anterior, h, = 162 - 158 = 4.

Amplitude total da distribuicao: é a diferenca entre o limite superior da
ltima classe e o limite inferior da primeira classe. AT = L(max) - [(min). No
nosso exemplo, AT = 174 - 150= 24.

Amplitude total da amostra (ROL): € a diferen¢a entre o valor maximo
e o valor minimo da amostra (ROL), onde AA = Xmax - Xmin. Em nosso
exemplo, AA=173-150 = 23.
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e Ponto médio de classe: é o ponto que divide o intervalo da classe em
duas partes iguais. No nosso exemplo, em 158 F 162, xi = (li + Li))2 = ' ARegra de Sturges nos

X2 - (158 + 162)/2 — 160 da o nimero de classes
em funcédo do tamanho da
amostra

2.3 Passos para construgéao das categorias em classes Ié:dl +3,3.logn
nae:
1. Organize os dados brutos em um ROL. k € o nimero de classe;

. n é o tamanho da amostra.
2. Calcule a amplitude amostral AA (no nosso exemplo, AA=173-150=23)  \; calculo da amplitude do

3. Calcule o nimero de classes através da “Regra de Sturges™” (no nosso  Intervalo de classe, quando

exemplo: v = 40 dados, entéo, a principio, a regra sugere a adogdo de 6  © "esultado nao & exato,
devemos arredonda-lo
classes)

para mais.
4. Decidido o nUmero de classes, calcule a amplitude do intervalo de classe

dividindo a amplitude total da amostra pelo nimero de classes h ~ AA/ k

(no nosso exemplo h ~23/6 = 3,8 ~ 4)

5. Temos entdo o menor nimero da amostra, o nimero de classes e a am-
plitude do intervalo; com isso, é possivel montar a tabela, com o cuida-
do para nao aparecer em classes com frequéncia = 0 (zero). No nosso
exemplo, 0 menor nimero da amostra = 150 + 4 = 154, logo a primeira
classe sera representada por 150 |— 154. As classes seguintes respeita-
r&o o mesmo procedimento.

2.4 Tipos de frequéncias

e Frequéncia simples ou absoluta (f). s&o os valores que realmente re-
presentam o nimero de dados de cada classe. A soma das frequéncias
simples € igual ao nimero total dos dados da distribuicao.

f=n
» Frequéncia relativa (fr). sdo os valores das razdes entre as frequéncias

absolutas de cada classe e a frequéncia total da distribuicdo. A soma das
frequéncias relativas é igual a 1 (100 %).

fr=Ff/ f
» Frequéncia acumulada (F): € o total das frequéncias de todos os va-
lores inferiores ao limite superior do intervalo de uma dada classe.
F =f+f,+ . +f ou F = f(=12..K
e Frequéncia acumulada relativa (Fr): é a frequéncia acumulada da clas-
se dividida pela frequéncia total da distribuicao.

Fr.=F,/ fi
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Podemos agora construir a tabela a seguir com as frequéncias estuda-
das considerando o nosso exemplo.

Tabela 11
DISTRIBUIGAO DE FREQUENCIA DA ESTATURA DE 40 ALUNOS DE UMA UNIVERSIDADE

i Estaturas (cm) t x fr F Fr

1 150 |- 154 4 152 0,100 4 0,100
2 154 |- 158 9 156 0,225 13 0,325
3 158 |- 162 11 160 0,275 24 0,600
4 162 |- 166 8 164 0,200 32 0,800
5 166 1- 170 5 168 0,125 37 0,925
6 170 1- 174 3 172 0,075 40 1,000

=40 > =1,000
Dados Hipotéticos

De acordo com o estudo dessas frequéncias, podemos responder as
questdes a seguir.

1. Quantos alunos tém estatura entre 158 cm, inclusive, e 156 cm?

Resposta: 11 — esses sao os valores que formam a terceira classe
(f,=11)
2. Qual a porcentagem de alunos cujas estaturas sdo inferiores a 154 cm?

Resposta: 10% — esses valores sdo os que formam a primeira classe
(fr1 = 0,100). Obtemos a resposta multiplicando a frequéncia relativa por
100:0,100 x 100 = 10

3. Quantos alunos tém estatura abaixo de 1627

Resposta: 24 — as estaturas abaixo de 162 sdo aquelas que formam as
classes de ordem 1, 2 e 3. Assim, o nimero de alunos é dado por F3 =
(iF1->3)fi=fl+f2+f3=>F3=24

4. Quantos alunos tém estatura maior ou igual a 158 cm?

Resposta: 27 — as estaturas maior ou igual a 158 s&o aquelas que for-
mam as classes de ordem 3,4,5 e 6. Assim, 0 nimero de alunos é dado por
(iF1->6)fi=f3+f4+f5+f6=11+8+5+3=27

2.5 Distribuicao de frequéncias e sua representagao grafica
para variaveis quantitativas continuas

As variaveis quantitativas continuas diferem um pouco das discretas na sua for-
ma de representacéo gréafica. A diferenga mais importante € que as frequéncias
sa0 associadas a intervalos de valores (classes de frequéncias) e ndo a valores
individuais da variavel em estudo. Graficamente, podemos representar pelo his-
tograma, pelo poligono de frequéncia e pelo poligono de frequéncia acumulada.



a) Histograma

O histograma é um gréafico formado por um conjunto de colunas retangulares. No
eixo das abscissas, marcamos as classes, cujas amplitudes correspondem as
bases dos retdngulos. No eixo das ordenadas, marcamos as frequéncias abso-
lutas, que correspondem as alturas dos retangulos. Os pontos médios das bases
dos retangulos coincidem com os pontos médios dos intervalos de classes.

Roteiro para constru¢do do histograma:

1. Obtenha a tabela de frequéncia a partir dos dados, agrupando-os em
classes.

2. Desenhe dois eixos ortogonais de tamanho médio.

3. Divida o eixo horizontal em tantas partes quanto for o nimero de classes
mais dois (considere uma classe a esquerda da primeira classe e outra
a direita da Ultima classe para deixar espaco suficiente para tragar o po-
ligono de frequéncia, que veremos mais adiante) e marque os nimeros
correspondentes aos limites inferior e superior de cada classe.

4. |dentifigue a maior frequéncia da classe na tabela de frequéncia; escolha
um numero adequado, maior ou igual aquela frequéncia; marque esse
numero na extremidade do eixo vertical; divida o eixo vertical em algumas
partes e marque os nimeros correspondentes.

5. Para cada classe, desenhe um retédngulo com largura igual & amplitude
da classe com altura igual a frequéncia da classe.

Para construir o histograma com o software Excel, depois de feita a
tabela de distribuicdo de frequéncia em classes, adicione uma nova coluna
com os pontos médios dos intervalos de classe, que serdo as abscissas de
um gréafico de dispersdo, com as frequéncias correspondendo as alturas.

Classes Frequéncia Ponto médio
150 |- 154 4 152
154 |-158 9 156
158 |- 162 11 160
162 |- 166 8 164
166 |-170 5 168

170 |174 3 172

Estatistica e Probabilidade
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Veja o exemplo a seguir.
Modelo de histograma

12
L 2
10
*
8 &
L]
E 6
«© &
% 4 L 2
L 2
- 2
0 T T T T 1
150 155 160 165 170 175
Classes

Com esse gréfico construido, clique com o bot&o direito do mouse sobre
ele, selecione a opgao ALTERAR TIPO DE GRAFICO escolhendo colunas.

Modelo de histograma

12 4
10
8
g 6 |
ER
a8 I
a | : : : , : )
152 156 160 164 168 172

Classes

Sobre uma das colunas, com o bot&o direito do mouse, escolha a opgéo
FORMATAR SEQUENCIA DE DADOS, em seguida ESPACAMENTO e zere-o.

Veja mais um modelo de histograma a seguir.



12

Frequéncia

Modelo de histograma

152 156 160

164 168 172

Classes

b) Poligono de frequéncia

E a representagéo grafica de uma distribuicao por meio de um poligono. E
obtido através da ligagado dos pontos médios dos intervalos de classe em

um histograma de frequéncias.

Para construir o poligono de frequéncia com o Excel, inclua uma classe
anterior & primeira e uma posterior a segunda, ambas com frequéncia zero.

Classes Frequéncia Ponto médio
146 |-150 0 148
150 | 154 4 152
154 |-158 9 156
158 |-162 1 160
162 |-166 8 164
166 }-170 5 168
170 }-174 3 172
174 }-178 0 176
Poligono de frequéncia
12
©
10 +
@

8 8 @
=
ERL
E‘ +
e 4 + .

2

L e -y

145 150 155 160 165 170 175 120

Ponto médio das Classes

Estatistica e Probabiidade
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Uma vez construido esse gréfico, clique com o bot&o direito do mou-
se sobre o grafico selecionando a opcéo TIPO DE GRAFICO escolhendo
GRAFICOS EM LINHA.

Poligono de frequéncia

12

10 )",”‘\\
/N

4 AN

2 ™~
0—4/. . ‘ . . ‘ \ﬁ

148 152 156 160 164 168 172 176

Frequéncia

Ponto médio das Classes

c) Ogiva

E um poligono de frequéncias acumuladas no qual elas s&o localizadas so-
bre perpendiculares levantadas nos limites inferiores ou superiores das clas-
ses, dependendo se a ogiva representar as frequéncias acumuladas abaixo
ou acima, respectivamente.

Para construir o poligono de frequéncia acumulada (ogiva) com o
Excel, inclua uma classe anterior a primeira com frequéncia nula. O gréafico
sera construido com os limites superiores de cada classe e as respectivas
frequéncias acumuladas.

Classes Frequéncia Frequéncia acumulada
146 |-150 0 0
150 | 154 4 4
154 |-158 9 13
158 |-162 11 2%
162 |- 166 8 32
166 |-170 5 37
170 }-174 3 40

Com o Excel aberto, opgéo ASSISTENTE DE GRAFICO, escolha
tipo de grafico (Dispersdo), complete com o titulo do Gréafico, e com os
valores dos eixos X e Y.

Veja o exemplo a seguir.
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Poligono de frequéncia acumulada (ogiva)

40
35

*

30

25

20

15

Frequéncia

10

L

L 4

145

150 155 160 165 170 175 180

Limite superior da Classe

Uma vez construido esse grafico, clique com o botéo direito do mouse
sobre o gréfico selecionando a opgao tipo de grafico escolhendo GRAFICOS

EM LINHA.

Frequéncia

50
40
30
20
10

Poligono de frequéncia acumulada (ogiva)

-

150 154 158 162 166 170 174

Limite superior da Classe

2.6 Distribuicao de frequéncia sem intervalo de classes

E a simples condensacao dos dados conforme as repeticées de seus valores.
Cada valor é tomado como um intervalo de classe tratando-se de variavel
discreta de variacao relativamente pequena.

\eja o exemplo a seguir.

51
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Considere x a variavel “nimero de filhos de 50 familias”

i Xi fi
1 0

2 1 8
3 2 12
4 3 15
5 4 7
6 5 3

1=50

A representagéo grafica de uma distribuicéo de frequéncia de uma vari-
avel quantitativa discreta € denominada grafico de frequéncias. Utilizando a
tabela de frequéncia anterior obtemos o gréafico a seguir:

0 1 2 3 4 5

Numero de filhos

16
14
12
10

Frequéncia

O N B OV 0
|

Outra representacéo utilizada é a do gréfico das frequéncias acumula-
das e das frequéncias relativas acumuladas. Tomando-se os dados do nosso
exemplo, podemos calcular as frequéncias, frequéncias acumuladas e fre-
quéncias relativas acumuladas dos diversos valores. Esse calculo esté ilustrado
na tabela a seguir.

I X f fr F Fr,
1 0 5 010 5 010
2 1 8 016 13 026
3 2 12 024 % 050
4 3 15 030 40 080
5 4 7 014 47 094
6 5 3 006 50 1,00
3=50 3=1,00

Veja a representagao nos graficos a seqguir.
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Grafico de frequéncias relativas
0,35

o
w

0,25

0,15
" ] I e
0 — T T T T T
0 1 2 3 4 5

Numero de filhos

b
8]

o
=
|

Frequéncia relativa

Grafico de frequéncias relativas acumuladas

0 1 2 3 4 5

Numero de filhos

=
]

[y

‘O
co

=
T~

‘D
%]

Frequéncia relativa acumulada
(=]
(=3}

(=]
|

Rtividades de avaliagdo

1. Conhecidas as notas dos alunos em uma disciplina, de acordo com os
dados a seguir, obtenha a distribuicéo de frequéncia, considerando 30
para limite inferior da primeira classe e, 10 para intervalo de classe.

84 68 33 52 47 73 68 61 73 77
74 71 81 91 65 55 57 35 85 88
59 80 41 50 53 65 76 85 73 60
67 41 78 56 94 35 45 55 64 74
65 94 66 48 39 69 89 86 42 54

53
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2. Complete a tabela a seguir.

i Classes f X fr. F Fr
1 01-8 4
2 08 1-16 10
3 16 1-24 14
4 241-32 9
5 321-40 3
T=40
3. Considere a seguinte tabela
i Classes fi
1 2,751-2,80 2
2 2,801-285 3
3 2,851-2,90 10
4 2901-295 1
5 2,951-3,00 24
6 3,00 - 3,05 14
7 3051-310 9
8 3101-315 8
9 3151-320 6
10 3201-325 3
Total 90
Identifique os seguintes elementos da tabela.
a) Frequéncia simples absoluta da quinta classe.
b) Frequéncia total.
c) Limite inferior da sexta classe.
d) Limite superior da quarta classe.
e) Amplitude do intervalo de classe.
f) Amplitude total.
g) Ponto médio da terceira classe.
4. Construa o histograma da distribuicao a seguir
i Areas (em m) Niimero de lotes
1 300 |- 400 14
2 400 |- 500 46
3 500 |- 600 58
4 600 |- 700 76
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i Areas (em m?) Niimero de lotes
5 700 |- 800 68
6 800 1- 900 62
7 900 |- 1000 48
Total 312
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Gapitulo o

Medidas de Posicdo







Objetivos

e Apresentar as medidas de posicéo: média aritmética, mediana e moda,
tanto para dados isolados como para dados agrupados e mostrar que
elas servem para resumir informagdes sobre um conjunto de dados.

e Apresentar as medidas de dispersao: amplitude total, desvio médio abso-
luto, variancia, desvio padrao e coeficiente de variagdo como medidas de
assimetria e medidas de curtoses.

1. Introducao

A sintetizagdo dos dados sob a forma de tabelas, graficos e distribuicdes de
frequéncias nos permite localizar a maior concentragcédo de valores de uma
dada distribuicdo. Agora, vamos ressaltar as tendéncias caracteristicas de
cada distribuicao.

Estudaremos as medidas de posicéo, também denominadas de medi-
das de tendéncia central®, que sdo constituidas por médias, mediana e moda.
Além dessas, existem as separatrizes, as quais s&o apenas medidas de posi-
¢ao e ndo medidas de tendéncia central.

2. Média aritmética (x)

E a mais simples das médias e de fAcil calculo. A sua grande desvantagem é
ser fortemente influenciada pelos valores extremos.

2.1 Dados nao agrupados

Quando desejamos conhecer a média dos dados que ndo estdo agrupados,
determinamos a média aritmética simples. Para isso basta somar todos os
valores e dividir o total pelo nimero deles.

™ Onde: X é a média aritmética.
I
1

X = X, s8o os valores da variavel.

n
n € o nimero de valores.

Estatistica e Probabilidade &

5 As medidas de tendéncia
central representam os
fendbmenos pelos seus
valores médios, em torno
dos quais tendem a se
concentrar em os dados.
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Exemplo: Seja o conjunto de dados: 2, 3,9, 5, 8, 10 e 19.
Entao,

— 2+3+9+5+8+10+19 _ 56 _
X = 7 =7 =8

Pode ocorrer que a média seja um nimero diferente de todos os da sé-
rie de dados que ela representa. Nesse caso, costumamos dizer que a média
nao tem existéncia concreta.

Exemplo: para os valores 2, 4, 6 € 8, a média aritmética tem valor 5.

2.2 Desvio em relagao a média

O desvio em relagdo & média é definido, para cada uma das medidas, pela
diferenca entre a medida e a média. Ou seja:

di=xi- x Olindiceirepresenta a posicdo da medida na tabela. Assim, d, significa o
desvio da primeira medida (x,) e d, significa o desvio da segunda medida
(x,) etc.

Em relacdo ao exemplo anterior, teremos

d,=x,-x =2-5=-3
d,=x,— X =4-5=-1
d,=x,- X =6-5=1
d,=x,— X =8-5=3

2.3 Propriedades da Média Aritmética

a) Primeira Propriedade

e Asoma algébrica dos desvios em relagéo a média é nula.
k
>.di=0
i=1

Entdo, para o nosso exemplo teremos

idi=(—3)+(—1)+1+3=0
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b) Segunda Propriedade

e Somando-se (ou subtraindo-se) uma constante (c) a todos os valores
de uma variavel, a média do conjunto fica aumentada (ou diminuida)
dessa constante.

Se, no nosso exemplo, somarmos a constante 2 a cada um dos valores
da variavel teremos

y,=4,y,=6,y,=8,y,=10

Calculando a média dey,

Z:di: -3)+(-1D+1+3=0

P_ercebaque y=7=5+2logoy =X +2
¢) Terceira Propriedade

¢ Multiplicando-se (ou dividindo-se) todos os valores de uma variavel por
uma constante (c), a média do conjunto fica multiplicada (ou dividida)
por essa constante.

Multiplicando por 3 cada um dos valores do nosso exemplo, teremos
y,=6,y,=8,y,=18 y, =24

Calculando a média de

—_6+12+18+24 _ 60 _
y= 4 =4 71
Percebaque y =15=5*3logo y = x *3

2.4 Dados agrupados

a) Sem intervalo de classe

Como as frequéncias sdo nimeros indicadores da intensidade de cada valor
da variavel, elas funcionam como fatores de ponderag&o, o que nos leva a
calcular a média aritmética ponderada, pela seguinte férmula

_ infi Somatéria da multiplicagdo de cada valor pela respectiva
X= SOf, frequéncia e divisdo pelo total de valores

61
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Vejamos o exemplo a seguir.

Considerando a distribuic&o relativa a um grupo de alunos de uma es-
cola e tomando para variavel o nimero de reprovagdes em uma disciplina,
considere os dados a seguir.

Tabela 1
Niimero de reprovacdes em uma disciplina f xf
1 1 1
2 3 6
3 5 15
4 1 4
Total 1=10 1=26

Dados Hipotéticos
Temos, entdo

doxfi=26e > f =10
Logo,

doxf 26

Isto é

X = 2,6 reprovacoes

b) Com intervalo de classe

Convencionamos que todos os valores incluidos em um determinado intervalo
de classe coincidem com o seu ponto médio determinamos, assim, a média
aritmética ponderada pela seguinte férmula.

— >oxf

X = S Onde x. € o ponto medio da classe

Considerando a seguinte distribuic&o.

Tabela 2

Pests X f x

40 |43 4,5 3 1245

43 }-46 445 4 178

46 |49 475 10 475

49 |52 50,5 13 656,5

52 |55 535 10 535

55 |58 56,5 6 339

58 |61 595 4 238

Total =50 3 =2546

Dados Hipotéticos
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Temos, entao
> xf =2546e > f =50
Logo,

v ZXifi _ 2546

x= S~ =5 =50.92

Isto & x =50,92

Generalidades sobre a média aritmética

e E facilmente calculdvel.

e E rigorosamente definida e exata.

e Descreve todos os dados de uma série.
e Eamedida de posicdo mais utilizada.

e Depende de cada valor da série.

e Einfluenciada por valores extremos.

e Nao é utilizada para dados qualitativos.

e Pode ndo pertencer ao conjunto.

3. Mediana (Md)

A mediana de um conjunto de valores, dispostos segundo uma ordem (cres-
cente ou decrescente), € o valor situado de tal forma no conjunto que o separa
em dois subconjuntos de mesmo nimero de elementos.

3.1 Dados nao agrupados

O calculo da mediana envolve um passo prévio de ordenacao da amostra. Em
seguida, é tomado o valor central que apresenta 0 mesmo nimero de elemen-
tos a direita e a esquerda.
Exemplo: Dada uma série de valores: 5, 2,6, 13,9, 15, 10

De acordo com a definigdo de mediana, o primeiro passo a ser dado é o
da ordenagéo (crescente ou decrescente) dos valores. Entao teremos

2,56,9,10,13,15
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O valor que divide a série anterior em duas partes iguais € igual a 9, logo
aMd=9.

Entretanto, se série de dados analisada tiver um nimero par de termos,
a mediana ser4, por definicdo, qualquer dos nimeros compreendidos entre os
dois valores centrais da série. Convencionou-se utilizar o ponto médio.

No exemplo anterior, se acrescentarmos o valor 4 na série
2,4,5,6,9, 10, 13, 15,

teremos para mediana a média aritmética entre 6 e 9.
Portanto,

Md=232-1-75

3.2 Método pratico para o calculo da mediana

e Se a série dada tiver nimero impar de termos, O valor mediano sera o
termo de ordem dado pela formula
(h+1) n € o nimero de elementos da série
2

Exemplo: Calcule a medianadasérie{1,3,0,0,2,4,1,2,5}
Primeiro precisamos ordenar asérie {0,0,1,1,2,2,3,4,5}
n=9 logo,
@ =5, entdo, 0 5° elemento da série ordenada sera a mediana
Portanto, Md = 2
e Se a série dada tiver nimero par de termos, o valor mediano sera a média
aritmética dos termos de ordem
§e g
Nasérie 2,4, 5,6, 9, 10, 13, 15, teremos

n =8, entdo % =4e % +1=5. Logo, a mediana é a média aritmética
do 4° e 5° termos da série, isto é

_6+9 _15 _



3.3 Dados agrupados

a) Sem intervalo de classes

Para conhecer a mediana de uma série de valores agrupados sem intervalo
de classe, seguiremos alguns passos. Consideremos a tabela a seguir.

Tabela 3
Niimero de reprovacoes em uma disciplina f Fi
1 1 1
2 3 4
3 4 8
4 1 9
Total =9

Dados Hipotéticos

O primeiro passo sera descobrir o nimero de elementos’® do conjunto, ou
seja, somar a coluna da frequéncia (f); identificaremos se n € par ou impar.

Caso o n seja impar, o conjunto terd apenas uma Posigao Central, caso
contréario teremos duas Posicoes Centrais.

Na tabela anterior, temos n=9, logo temos uma posi¢do central que
pode ser determinada pela férmula a seguir.

Posicao central = n E 1
Entdo, calculamos
Posigcéo central = % =5

Assim a nossa posicéo central = 52 posicao

Agora que sabemos a nossa posi¢ao central, 0 Nosso proximo passo
sera comparar o valor encontrado da posi¢do central com os valores da co-
luna da frequéncia acumulada (F), até que esse valor seja maior ou igual ao
valor da posigao central.

No nosso exemplo, temos a posigcéo central igual a 5, ent&o, iniciando a
comparagao com os valores da nossa frequéncia acumulada.

e 1é maior ouigual a 57 Nao
e 4 é maior ou igual a 5? Nao

e 8 é maior ou igual a 5? Sim

Estatistica e Probabilidade 5

6 Quando o numero

de elementos da série
estatistica for impar,
havera coincidéncia da
mediana com um dos
elementos da série.
Quando o nimero de
elementos da série
estatistica for par, nunca
havera coincidéncia da
mediana com um dos
elementos da série. A
mediana sera sempre a
média aritmética dos dois
elementos centrais da
série.
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Paramos entdo a nossa comparacao, verificando a nossa tabela com-
provamos que o elemento que corresponde a essa F, (8) € o 3. Logo,

Md =3

Agora vamos fazer um exemplo para a situagdo em que n seja par, con-
siderando a tabela a seguir.

Tabela 4
X f Fi
1 1
2 3 4
3 5
4 1 10
Total 1=10

Dados Hipotéticos

Na tabela anterior, temos n = 10. Logo, teremos duas posi¢des centrais
que podem ser determinadas pela férmula a seguir.
12 posigéo central = %
A 22 posicao central sucede a 12 posicao
Portanto,
e 12posicaocentral=5e
e 22 posicao central = 6

Semelhante ao exemplo anterior, iremos comparar o valor encontrado
da posigao central com os valores da coluna da frequéncia acumulada (fac),
fazendo a comparacéo para a 12 posicao central.

e 1¢é maiorouigual a5? Nao
e 4 é maior ouigual a 57 Nao
e 9 ¢é maior ouigual a 57 Sim

Ent&o, paramos e constatamos que o elemento correspondente a essa
posicao é o 3. Esse valor ficara guardado para o final da situagéo.

Passamos agora a trabalhar com a segunda posi¢éo central do con-
junto, que é a 6° posicdo. Faremos novamente as perguntas, agora usando
este valor como referéncia. Dai, teremos

e 1 é maiorouigual a 6? Nao
e 4 é maior ou igual a 6? Nao

e 9 ¢é maior ouigual a 67 Sim



Estatistica e Probabilidade 5/

Neste momento, entdo, paramos e verificamos quem é o Xi correspon-
dente, que é exatamente o Xi=3.

Descobertos os dois elementos que ocupam as posi¢des centrais, ter-
emos que calcular a sua média, para chegarmos & mediana® do conjunto. 7 Em uma série, a

\ejamos mediana, a média
. _(B+3) _ e a moda ndo tém,
Entao: Md = 2 3 necessariamente, o

mesmo valor.

A mediana depende da
posicao e ndo dos valores
dos elementos na série

o ) ) o ] B ordenada. Essa é uma das
de frequéncia com intervalo de classes, precisamos inicialmente identificar a diferencas marcantes entre

b) Com intervalo de classes

Para calcular a mediana onde os dados estao agrupados em uma distribuicéo

classe na qual se acha a mediana, a chamada classe mediana, que corres- ~ Mediana e media (que se
Zﬁ deixa influenciar, muito
ponde a frequéncia acumulada imediatamente superior ao resultado de =5 pelos valores extremos).

Vejamos. Em 5, 7, 10,
Considerando a distribuicdo de frequéncia da tabela 5 acrescida das 13,15, amédia=10. e a

frequéncias acumuladas, analise os dados a seguir. mediana = 10.
Em 5,7, 10, 13,65 a

Tabela 5 ; -
média = 20 e a mediana
Pesos f F, =10 portanto a média
40 |.43 3 3 do segundo conjunto de
53 |-46 4 7 valores é maior do que a
do primeiro, por influéncia
46 |'49 10 i dos valores extremos,
49 |-52 13 30 ao passo que a mediana
52 |_55 10 40 permanece a mesma.
55 |58 6 46
58 |61 4 50
Total 2=50

Dados Hipotéticos

Teremos
> fi _ 50
Deveremos fazer a comparagéo dos valores da frequéncia acumulada®®
com o valor encontrado, da mesma maneira que fizemos para o item anterior.
Ent&o teremos

18 Frequéncia acumulada
(Fi = xifi)

3 & maior ou igual a 25?7 Nao

7 € maior ou igual a 257 Nao

17 € maior ou igual a 257 Nao

30 é maior ou igual a 257 Sim
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Paramos, entdo, a nossa comparacao e verificamos que a quarta clas-
se (49 |-52) sera a nossa Classe Mediana.

Conhecendo a Classe Mediana da Distribuicao de Frequéncias, aplica-
remos a formula da mediana, a seguir.

<¥> F(ant) N

Md = linf + c Classe
Mediana
Onde

e linf € o limite inferior da classe mediana;

o fé afrequéncia simples da classe mediana
' Lembrando que a o F(ant) é a frequéncia acumulada classe anterior a classe mediana;
amplitude do intervalo
de uma classe é obtida e h é aamplitude® do intervalo da classe mediana

através da diferenga entre

o limite superior e o inferior

Ent&o, para o nosso exemplo teremos

da classe. > i _ 50 _
2T
e linf=49,
e Flant)=17
o f=13
e h=3
Md = 49 + <%>_17 -3=50,84
- 13 e
4. Moda (Mo)

Define-se moda (ou modas) de um conjunto de valores como o valor (ou valo-
res) de méxima frequéncia.
4.1 Dados nao agrupados

Para os dados ndo agrupados, simplesmente se observa o elemento (ou ele-
mentos) de maior frequéncia.

20 A moda é o valor na A moda® em um conjunto de valores, diferentemente das outras me-
sequéncia que mais se didas de tendéncia central, pode nem existir, bem como pode haver uma, ou

repete, e ndo o niumero de

duas, ou véarias modas no mesmo conjunto.

vezes que ele aparece.



\ejamos os exemplos considerando os conjuntos de valores a seguir.
e {1,2,2,2,2,2,2,2,3,3,3,3,3,55}
\eja que o valor que mais se repete € 0 2, entdo vamos ter um conjunto
unimodal.
logoaMo =2
e {1,2356,8, 10}
Observando o conjunto de valores anterior, percebemos que nao ha ne-

nhum elemento que se repete; todos aparecem uma Unica vez, entdo, nesse
caso, dizemos que se trata de um conjunto amodal.

No conjunto de valores anterior, percebemos que dois elementos — o
3 e 07 - se repetem trés vezes. Logo, nesse caso, vamos ter um conjunto
chamado bimodal, ou seja, com dois valores modais. Logo, Mo = 3, e Mo =7

e {1,2,2,2,2,3,45555,7,7,8,8,8,8,9, 13, 15}
Nesse caso, vamos ter trés valores com mesma frequéncia, 2, 5
e 8. Assim teremos um conjunto chamado multimodal.
4.2. Dados agrupados
a) Sem intervalo de classe

Quando os dados estdo agrupados, para determinarmos a moda, sé teremos
que observar o valor da variavel que tem a maior frequéncia. Vejamos na ta-
bela a seguir.

Tabela 6
X f
1 1
2 3
3 5
4 1
Total 1=10

Dados Hipotéticos

Verificamos que a maior frequéncia é fi = 5, que corresponde ao ele-
mento Xi = 3. Logo,

Mo =3

Estatistica e Probabilidade
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21 Classe anterior é a que
precede a classe modal,
e classe posterior é a que
sucede a classe modal.

b) Com intervalo de classe

No caso em que os dados estdo agrupados com intervalo de classe, a moda &
o valor dominante da classe que apresenta a maior frequéncia que € denomi-
nada classe modal. A maneira mais simples para calcular a moda é tomar o
ponto médio da classe modal. A esse valor denominamos de moda bruta.

\amos determinar a moda para a tabela de distribuic&o a seguir.

Tabela 7

i Pesos f
1 40 |43 3
2 43 |46 4
3 46 |49 10
4 49 |52 13 Maior fi = 13
5 52 |55 10 Classe Modal
6 55 |-58
7 58 |61 4

3 =50

Dados Hipotéticos

Identificamos na tabela anterior que a quarta classe é a que tem a maior
frequéncia, logo.

Existem outras formas de se calcular a moda de uma distribuicdo de
frequéncias, uma delas é a utilizagdo do Método de Czuber, que leva em
consideracao a frequéncia?! anterior e posterior a classe modal e faz uso da
férmula a seguir para o seu célculo.

dl

Mo=|i+m

X h
Onde

li = limite inferior da classe modal

d, = diferenca entre a fi da classe modal e a fi da classe anterior

e d, = diferenca entre a fi da classe modal e a fi da classe posterior
(aquela que vem logo apds a classe modal).

h = amplitude da classe modal.



Como exemplo para aplicacao da formula, vamos utilizar a tabela 7.
Ja sabemos que a nossa classe modal é a quarta classe cuja fi = 13,.
Logo teremos
i=49,d,=3, d,=3,h=3
3

Mo =49 + WX?’ =505

Outro maneira de calcular a moda é pelo método de King, que utiliza a
formula a seguir.

dl

Mo = |i+mxh

Onde
linf = limite inferior da classe modal.

Fpost = fi da classe posterior a classe modal;

fant = fi da classe anterior a classe modal;

h = amplitude da classe modal
Para o exemplo anterior, teremos

Mo =49 + 45iorsx3 = 50,5

Saiba Mais %

Generalidades sobre a moda

o E de facil compreens3o.

e Pode ndo existir em uma série ou ocorrer mais de uma vez em outras.
e Nao é rigorosamente definida e exata.

e Seu calculo pode depender de alguns valores da série.

e Nao é influenciada por todos os valores de uma série.

e E muito utilizada quando ha valores extremos.

Estatistica e Probabilidade
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5. Aplicagao das medidas de posig¢ao

Foram apresentadas trés medidas estatisticas conhecidas como Medidas de
Tendéncia Central ou Medidas de Posic&o. Elas tém a finalidade de sintetizar
as informagdes de um conjunto de dados resumindo-as em um Unico valor.
Uma vez que o objetivo das trés é semelhante, quando se deve usar a média,
a moda e mediana?

Se estivermos diante de uma situag&o na qual essas trés medidas apre-
sentam o mesmo valor, a distribuicdo dos dados é simétrica; quando resultam
em valores diferentes, porém muito préximos, indica que a forma dessa distri-
buicao é aproximadamente simétrica. Nesses casos, optaremos por qualquer
uma das trés: média, moda ou mediana. Nos demais casos, devemos anali-
sar as especificidades da situagdo estudada e escolher, dentre elas, a mais
adequada. Veja o resumo abaixo que ira ajuda-lo a optar por uma das trés,
embora nada o impega de calcular todas elas.

Média: quando a distribuicdo dos dados é aproximadamente simétrica e ndo
apresenta valores extremos, devemos escolher a média, pois essa medida
possui propriedades matematicas mais fortes e € muito usada para estimar
a média da populagdo quando se faz inferéncias. Além disso, é facil de ser
calculada e é a mais popular dentre essas medidas

Mediana: Quando ha valores discrepantes no conjunto de dados, devemos
preferir a mediana, pois ela € uma medida que n&o é afetada por valores ex-
tremos, podendo, assim, representar bem esses valores.

Moda: quando trabalhamos com variaveis qualitativas nominais, a moda é a
Unica medida de tendéncia central que podemos obter. Além disso, quando
queremos evidenciar o valor que mais apareceu (se repetiu) em um conjunto
de dados, também usamos a moda.

6. Separatrizes

A mediana caracteriza uma série de valores devido a sua posi¢ao central. No en-
tanto, ela apresenta outra caracteristica, tao importante quanto a primeira: ela se-
para a série em dois grupos que apresentam o mesmo nimero de valores.

As separatrizes sdo aquelas medidas que separam ou que dividem o
conjunto em certo nimero de partes iguais. No caso da mediana, vimos que
ela divide o conjunto em duas metades. Ja o quartil, separa o conjunto em
quatro partes iguais; o decil, em dez partes €, o centil (ou percentil), em cem
partes iguais.



6.1 Os quartis

Chamamos de quartis os valores de uma série que a dividem em quatro par-
tes iguais. Entdo deveremos ter 3 quartis (Q, ,Q, e Q, ) para dividir uma série
em quatro partes iguais.
e O primeiro quartil (Q,) & um valor tal que 75% dos dados ficam acima dele,
e apenas 25% abaixo.

» No segundo quartil”” (Q,) metade dos dados estio acima e metade abai-
X0, € equivalente a mediana.

o O terceiro quartil € o valor tal que 25% dos dados ficam acima, e 75%
abaixo.

Quando os dados nao estéo agrupados, para determinar os quartis o mé-
todo mais pratico é utilizar o principio do célculo da mediana para os 3 quartis.
Exemplo 1: Calcule os quartis da série {5, 2, 6,9, 10, 13, 15}

Primeiramente, deveremos ordenar a série { 2, 5, 6, 9, 10, 13, 15}

O valor que divide a série acima em duas partes iguais é igual a 9. Logo,
aMd =9, que sera = Q..

Temos agora {2, 5, 6 } e {10, 13, 15 } como sendo os dois grupos de
valores iguais proporcionados pela mediana (quartil 2). Para o célculo dos
quartis 1 e 3, basta calcular as medianas das partes iguais provenientes da
verdadeira Mediana da série (quartil 2). Portanto, para o grupo {2, 5, 6}, tere-
mos Q, =5 e para {10, 13, 15} teremos Q, =13
Exemplo 2: Calcule os quartis da série: {1, 1,2,3,5,5,6,7,9,9, 10, 13}

Q,=Md = (5+6)/2=55
O quartil 1 sera a mediana da série aesquerdadeMd:{1,1,2,3,55}
Q,=Md=(2+3)2=25
O quartil 3 sera a mediana da série a direitade Md: {6, 7,9, 9, 10, 13}
Q,=Md=(9+9)/2=9

Quando os dados sdo agrupados, para determinar os quartis usamos

a mesma técnica do célculo da mediana, bastando substituir, na férmula da

> fi

mediana, 5 por

k%ﬁ , sendo k o nimero de ordem do quartil.

Estatistica e Probabilidade &

20 quartil 2 (Q, ) sempre
sera igual a mediana da
série.
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Assim, teremos

(e_f) _F(ant) | € o limite inferior da classe
Ol=1+ A4 T fé a frequéncia simples da classe
f F(ant)é a frequéncia acumulada
da classe anterior,
e h é a amplitude do intervalo da
classe mediana.

Exemplo: Considere a distribuicdo da tabela abaixo:

Tabela 8
Pesos f F
40 |43 3 3
43 |46
46 |49 10 17 Q,
49 |52 13 30
52 |55 10 40 Q,
55 |58 6 46
58 |61 4 50
Total 1=50

e Primeiro quartil
Temos
% = % =12,5 (como 17 >=12,5 aclasse do nosso primeiro quartil
sera 46 | 49)

(12,5-7)3 16,5

Q=46+ 35— =46+ 557 =46+1,65=47.65.
e Terceiro quartil
Temos
% = 32& = 37,5 (como 40 >= 37,5 a classe do nosso terceiro
quartil sera 52 | 55)
Q=52+ 313303 55, 225 55,5 25-54 25

10
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6.2 Os percentis

Chamamos de percentis as medidas que dividem a série em 100 par-
tes iguais. (P, P, P, ..., Pyo)-
O célculo de um percentil segue a mesma técnica do célculo da me-

> Ofi

diana. A férmula 5 sera substituida por

—I%BI , sendo k o nimero de ordem do percentil.

Assim, para o 27° percentil, temos

Zic%ﬁ ) F(ant) A
‘ :

P27:|+ (

Exemplo: Considerando a tabela anterior, temos para o oitavo percentil

82 fi _ 8x50 _,
100 = 100
Logo,
(4-3)3

P, =43+ 2= =43+075=4375

Rtividades de avaliagdo

1. Qual é a média de uma sala de 50 alunos, cujas notas obtidas formaram
a seguinte distribuicao?

Niimero de alunos f
1 2
3 3
6 4
10 5
13 6
8 7
5 8
3 9
1 10

75
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2. Calcule a média aritmética das distribui¢cdes de frequéncia a seguir.

Notas t
0|2 5
2 |4 8
4 |6 14
68 10
8 |10 7

3. Considerando os conjuntos de dados a seguir, calcule a média, a media-
na e a moda.

3,5,2,6,595,2,8,6
20,9,7,2,12,7,2,15,7
51,6;48,7;50,3; 49,5; 48,9
15, 18, 20, 13, 10, 16, 14
4. Determine o valor da mediana da distribuicao a seguir

X

0 F10
10 }20
20 |30
30 |40
40 |50

=

N & o o1 w

5. Os salarios dos empregados de uma empresa estdo distribuidos confor-
me tabela a seguir.

Faixa salarial (salarios minimos) Niimero de empregados
01 |5 15
09 |40 40
09 |13 10
13 f17 5

Qual o salério mediano da empresa?
a) 7 salarios minimos.

b) 40 salarios minimos.

c) 6,82 salarios minimos.

d) 9 salarios minimos
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6. A série (40, 60, 70, 80, 90, 40, 70) é
a) amodal
b) bimodal
¢) unimodal
d) multimodal

7. Calcule a média aritmética, a mediana, a moda, o primeiro € o terceiro
quartis e 0 10° percentis da distribuicdo a seguir.

Notas t
02 5
2 F4 8
4|6 14
6|8 10
8 10 7
I=4

Objetivos






Gapitulo o

Medidas de Dispersdo ou de
Variabilidade







e Apresentar as principais medidas de disperséo ou de variabilidade.

e Conceituar as medidas de assimetria e de curtose.

1. Dispersao ou variabilidade

Sabemos que as medidas de posicdo?® apresentam apenas uma das caracte-
risticas dos valores numéricos de um conjunto de observagoes, o da tendén-
cia central. Nenhuma delas informa sobre o grau de variagdo ou de disperséo
dos valores observados. Em qualquer grupo de dados, os valores numéricos
n&o sao semelhantes e apresentam desvios variaveis em relagéo a tendéncia
geral de média.

As medidas de dispers&o ou de variabilidade t¢m como objetivo avaliar
0 quanto estao dispersos os valores de uma distribuicdo de freqléncia, ou
seja, o grau de afastamento ou de concentragao entre os valores.

A média que é considerada como um ndmero que representa uma série
de valores n&o pode, por simesma, destacar o grau de homogeneidade ou de
heterogeneidade que ha entre eles.

Analisemos, por exemplo, os conjuntos de valores a seguir
e A={60, 60, 60, 60, 60}

e B={58, 59 60,61, 62}
e C=1{5, 10,40, 100, 145}

Ao calcularmos a mesma média aritmética desses conjuntos:

—_Y.a _300 _
a="y— =75 =60
—_>.bi_ 300 _
b= ==c" =60
—_>.ci_ 300 _
c=% =75 =60

\erificamos que os trés conjuntos apresentam a mesma média aritmética: 60.

Chegamos a conclus&o que o conjunto A é mais homogéneo que os con-
juntos B e C, visto que todos os valores sao iguais a média. O conjunto B, por
sua vez, € mais homogéneo que o conjunto C, pois ha menor diversificagdo en-
tre cada um de seus valores e a média representativa. Logo, o conjunto A apre-
senta dispersao nula, e o conjunto B apresenta uma dispersdo menor que C.

Estatistica e Probabilidade
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As principais medidas de disperséo s&o
1. Amplitude total.

2. Desvio médio absoluto.
3. Variancia.
4. Desvio padréo.

5. Coeficiente de Variacao

1.1 Amplitude total

A amplitude total em dados ndo agrupados é a diferenca entre o maior e o
menor valor da série de dados, ou seja,

AT = ><mz’aximo - Xminimo
Considerando os valores 30, 45, 48, 62 e 72 teremos
AT=72-30=42

A amplitude total tem o inconveniente de sé levar em conta os dois va-
lores extremos da série, descuidando do conjunto de valores intermediarios,
0 que quase sempre invalida a idoneidade do resultado. Ela é apenas uma
indicacao aproximada da dispers&o ou da variabilidade.

No caso em que os dados estejam agrupados sem intervalos de classe,
ainda teremos
AT =X -X

maximo minimo

Vejamos o exemplo a seguir.

Tabela 1
X f
0 2
1 6
3 5
4 3

Dados Hipotéticos

Calculando a amplitude,

AT=X, -X =4-0=4

maximo minimo



Com intervalos de classe a amplitude total é a diferenca entre o limite
superior da Ultima classe e o limite inferior da primeira classe.

Logo,
AT = L méximo - L minimo.

Tabela 2
Classes Fregiiéncia
150 |-154 4
154 |-158 9
158 |-162 1
162 |- 166 8
166 |-170 5
170 |174 3

Dados Hipotéticos

Entao,

AT=174-150=24
Quanto maior a amplitude total, maior a dispersdo ou variabilidade dos
valores da variavel.

A amplitude total &€ muito utilizada quando se deseja determinar a ampli-
tude da temperatura em um dia ou no ano, no controle de qualidade ou uma
medida de calculo rapido sem muita exatidao.

1.2 Desvio médio absoluto

Como a amplitude total ndo leva em considerag&o todos os valores da série de
dados, é preferivel se trabalhar com medidas que utilizam toda a informacgao
disponivel do conjunto de dados. Uma dessas medidas é o desvio médio, que
€ a média aritmética dos desvios absolutos dos elementos da série, tomados
em relagcao a sua média aritmética, que é representada por DMA e calculada
pela formula a seguir.
pMA= 21X

Considerando a série de dados 1, 2, 3, 4, 5, calculamos o desvio médio

absoluto, ou simplesmente desvio médio.

Estatistica e Probabilidade &
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Calculando inicialmente a média, teremos

_(1+2+3+4+5) 15 _

Calculando o numerador da nossa férmula,

ZIX;? I= 11-3 1+ 12-3 1+ 13-31+ 1431+ I15-31=2+1+0+
1+2=6

Logo,
DMA=%= 1.2

1.3 Variancia

A variancia mede a dispersao dos dados em torno de sua média, levando em
consideragéo a totalidade dos valores da variavel em estudo, o que a torna
um indice de variabilidade bastante estavel. A variancia é representada por
s? e definida como sendo a média dos quadrados dos desvios em relagéo a
média aritmética.

Sz - Z(Xri]'x)2

Como exemplo, consideremos que foi aplicado um teste a dois grupos com
cinco alunos cada, o grupo A obteve os seguintes pontos 6, 8, 7,4, 10 e o grupo B
9,7, 8,5, 6. Utlizando a variéncia vamos determinar o grupo mais regular.

Calculo da variancia do grupo A,

— _(6+8+7+4+10) 35 _
X = 5 =75 =7

§2 = 6-7)°+@8-7)+7-7)+@-7)°+(10-7)* _
= 5 =

CD° @)+ (05)2 ll G Rl ©)

Calculo da variancia do grupo B:

—_(9+7+8+5+6) 35 _
o= YT-TF+@-7+G-7)+(6-7) _
= z =
27+ 0)+ (1) +(-2)*+(-1)* _10 _
5 -5

2




Assim, concluimos que o grupo B demonstra maior regularidade, tendo
em vista que a variancia foi menor do que a do grupo A. Isso quer dizer que
seus valores estdo mais préximos da média do grupo.

e Férmula alternativa para o calculo da variancia

Quando a média € um valor decimal n&o é exato, a formula da variancia apre-
sentada anteriormente ndo € muito pratica, uma vez que entrara no célculo
“n” vezes aumentando os erros de arredondamento que ocorrem. Entao, é
melhor utilizar uma expressao alternativa que € obtida através de algumas
manipulagées algébricas na férmula anterior.

s?=—L[[(X0, xi%)-n(x7]
1.4 Desvio padrao

E a medida de dispersdo geralmente mais empregada, pois leva em conside-
ragao a totalidade dos valores da variavel em estudo. O desvio padréo € uma
medida de dispersdo usada com a média. Mede a variabilidade dos valores a
volta da média. O valor minimo do desvio padréo é 0, indicando que néo ha
variabilidade, ou seja, que todos os valores sdo iguais 4 média. O simbolo para
o desvio padrdo em um conjunto de dados observados € s, e a férmula para
obter o desvio padrao € a seguinte.

HENPRV
o= /Z(XI2 x)
A férmula anterior é utilizada quando estamos trabalhando com uma
distribuicao de dados ndo agrupados.

Considerando os valores 30, 45, 48, 62 e 72, vamos construir a tabela a
seqguir para facilitar o célculo do desvio padrao®:

Tabela 3
X X .- Xh X, - Xh?
30 51,4 21,4 457,96
45 51,4 6,4 40,96
48 51,4 34 11,56
62 51,4 10,6 112,36
72 51,4 20,6 424,36

Total - - 1047,2

Estatistica e Probabilidade =
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Como n =5, temos

s= /1042 —q447

Propriedades do desvio padrao

e Ao adicionarmos ou subtrairmos uma constante a todos os valores de
uma variavel, o desvio padréo?® n&o se altera.

e Ao multiplicarmos ou dividirmos todos os valores de uma variavel por uma
constante (diferente de zero), o desvio padr&o fica multiplicado (ou dividi-
do) por essa constante.

Quando os dados estdo agrupados, a formula do desvio padrao sera
_ Z fix? Z fixi
S = \/ n (5 )

Consideremos como exemplo a distribuic&o da tabela a seguir.

Tabela 4

X f fx fx?
0 2 0 0
1 6 6 6
3 5 15 45
4 3 12 48

1=16 1=33 3=99
Logo,

99 (33y:- /6.18-2.06 = 2,03

1.5 Coeficiente de variagao

O desvio padrao é uma medida limitada se utilizada isoladamente. Por exem-
plo, um desvio padrdo de 2 unidades pode ser considerado pequeno para
uma série de valores cujo valor médio € 200; no entanto, se a média for igual
a 20, o mesmo nao pode ser dito.

Quando desejamos comparar duas ou mais unidades relativamente a
sua dispersao ou variabilidade, o desvio padrao nao é a medida mais indicada,
visto que ele se encontra na mesma unidade dos dados.
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Assim, contornamos este problema caracterizando a dispersao em ter-
mos relativos ao seu valor médio. Essa medida é denominada de coeficiente

de variacao de Pearson.

O coeficiente de variagéo de pearson € a razéo entre o desvio padrao e

a média referentes aos dados de uma mesma série.

cV=%
Consideremos o exemplo da tabela a sequir
Tabela 5
Discriminagao Média Desvio padrao
Estaturas 165 cm 3,0cm
Pesos 55 kg 25kg
Calculando os coeficientes de variacéo, temos

-_3 - o

CVp = 42« 100 = 4,54%

Logo, nesse grupo de individuos, os pesos apresentaram maior grau de

dispersdo em relagcao as estaturas.

Para Refletir

para calcular a variancia, sabendo que a média é 5,4.
2.0 desvio padrao e a variancia podem ser negativos?

caso?

2. Assimetria

1. Considere o seguinte conjunto de dados: 2, 3, 5, 7, 10. Utilize a férmula alternativa

3.Em que situagdo o desvio padrdo e a variancia sdo nulos? Qual e a amplitude neste

4. Calcule do desvio padrdo da idade de 5 pessoas | = {10,13,24,47,50}

5.Sabendo que um conjunto de dados apresenta para média aritmética e para desvio
padrdo, respectivamente, 18,3 e 1,47, calcule o coeficiente de variagdo.

6.Um grupo de 100 estudantes tem uma estatura média de 163,8 cm, com um coefi-
ciente de variagdo de 3,3%. Qual o desvio padrdo desse grupo?

Uma distribuicao de frequéncia pode ser caracterizada como simétrica ou as-
simétrica. Essa caracteristica estad associada a distribuicdo relativa da suas

medidas de posi¢do central: média, moda e mediana.
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X =Md = Mo

Distribuicao de frequéncia simétrica

X >Md > Mo

Distribuicao de frequéncia assimétrica positiva

X <Md < Mo

Distribuicao de frequéncia assimétrica negativa

Baseando-se nas relagdes entre a média e a moda, podemos verificar
o tipo de assimétria calculando o valor de suas diferencas.

X —Mo



Se
e x—Mo =0 = assimetria nula ou distribuicdo simétrica;

¢ X—Mo < 0 = assimetria negativa ou a esquerda;

e Xx—Mo >0 = assimetria positiva ou a direita.

2.1 Coeficiente de assimetria de Person - AS

A medida da diferenca entre a média e a moda, por ser absoluta, sofre das
mesmas restricdes do desvio padrdo, isto é, ndo permite a possibilidade de
comparagao entre as medidas de duas distribuicdes. Portanto, deve ser dada
preferéncia ao coeficiente de assimetria de Person.

_ 3(x-Md)

As s

Se 0,15 < |As| < 1, a assimetria € considerada moderada.

Se |As| > 1, a assimetria € considerada forte.

3. Curtose

A curtose exprime o grau de “achatamento” de uma distribuicdo de fre-
quéncia em relagdo a uma distribuigdo padrdo denominada curva normal?’.

Essa caracteristica estd associada a concentracio dos resultados.
Assim, quanto a curtose, a distribuicdo de frequéncia pode ser: leptocrti-
ca, mesocurtica e platiclrtica.

A

>

Distribuicao de frequéncia mesocurtica ou normal

Estatistica e Probabilidade 52

27 Curva normal: curva
correspondente a uma
distribuicao tedrica de
probabilidade.
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A curva normal é a curva de base referencial recebe o nome de mesoclrtica.

A

Distribuicao de frequéncia leptocurtica

Quando a distribuicao apresenta uma curva de frequéncia mais fecha-
da que a normal ou mais aguda em sua parte superior, ela recebe o nome
de leptocurtica.

A

>

Distribuicao de frequéncia platicurtica

Quando a distribuicao apresenta uma curva de frequéncia mais aber-
ta que a normal ou mais achatada na sua parte superior ela recebe o nome
de platicurtica.

3.1. Coeficiente de Curtose — K
S (Xi-x)* «f

(=—D—-3

e Se k =0 = curva mesocurtica.

e Sek > 3 = curva leptocurtica.

e Se k < 3 = curva platicurtica.
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Gapitulo o

Fundamentos de Probabilidade







Objetivos

e Apresentar e discutir os principais conceitos de probabilidade.

e Apresentar as variaveis aleatérias discretas continuas e as fungdes den-
sidade de probabilidade além das distribuicées amostrais, estimagédo de
parametros e os testes de hipdteses.

e Compreender e adotar corretamente os conceitos e atributos fundamen-
tais para o uso da probabilidade.

1. Introducao

Probabilidade é o estudo de experimentos aleatérios ou ndo deterministicos.
Mas o que é experimento? Um experimento € qualquer processo de observa-
¢ao. Um experimento pode ser, por exemplo

¢ Uma observagdo meteoroldgica ou sismica. Nesse caso temos obser-
vagoes de experimentos naturais.

e Uma pesquisa de opinido para saber quantos eleitores votarao no candi-
dato x ou y na proxima eleicdo ou para saber quantos alunos almogam no
RU (restaurante universitario) da UECE.

¢ Uma verificagdo de um exame de sangue ou o teste de fadiga de determinado
material da construcdo civil sio observagdes de experimentos controlados.

Nos experimentos mencionados, pode-se notar que a incerteza sempre
esta presente, o que quer dizer que, se esses experimentos forem repetidos
em condi¢des idénticas, ndo se pode determinar qual o resultado que ocor-
rera. Tais experimentos séo conhecidos como experimentos aleatorios. A
incerteza esta associada a chance de ocorréncia que atribuimos ao resultado
de interesse.

Exemplo 1: Vai chover neste final de semana na Praia do Futuro, em Fortaleza?
Conjunto de possibilidades: S = {chove, ndo chove}

Para calcular a probabilidade de chover, podemos ou usar a intuicao
(subjetivo) ou usar a frequéncia relativa dos Ultimos dez fins de semana em
gue choveu (objetivo).

Estatistica e Probabilidade
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Exemplo 2: Langamento de um dado: vocé ganha se sair uma face par.
Conjunto de possibilidades: S={1, 2, 3, 4, 5, 6}
Conjunto de possibilidades favoraveis: F = {2, 4, 6}
Probabilidade de vocé ganhar = ?

Supondo que um dado é honesto e equilibrado, sera natural atri-
buirmos a probabilidade

3 _ ndmerode casos favoraveis
6  nUmerodecasospossiveis

A teoria da probabilidade estad baseada na estabilidade da frequéncia
relativa apés N repeticdes de um experimento. Essa estabilidade (aproxima-
-se de um limite) é base da Teoria da Probabilidade. A definicéo classica ou
histérica de probabilidade é dada por
n(A

onde, P(A) = probabilidade de ocorrer o evento A, n(A) = nimero de
casos favoraveis a ocorréncia do evento A e n(S) = nimeros de casos possi-
veis do experimento, desde que sejam igualmente provaveis. Essa definicao
pode ser aplicada apenas a uma classe limitada de problemas, isto é, aqueles
em que € possivel contar os elementos do espaco amostral, S, e do evento A.

Nessa contagem, a técnica usada é analise combinatéria.

Historicamente, a Teoria da Probabilidade comegou com o estudo de jogos
de azar (roleta, cartas etc.). Vejamos um breve histérico a partir do século XVI.

A era dos jogos de azar
e Cardano (1501-1576) — 1° matematico a calcular uma probabilida-
de correta.

e Fermat (1601-1655), Pascal (1623-1662) e Huygens (1629-1695)
— envolveram-se na solucdo de um dos primeiros problemas de
probabilidade.

O comeco
e Bernoulli (1654-1705) — provou a Lei dos Grandes Numeros.

e Laplace (1749-1827) — publicou a Théorie Analytique des Probabilités.
e Poisson (1781-1840) — distribuicao de probabilidade com seu nome.

e Gauss (1777-1855) — originou a Teoria dos Erros, particularmente, a
dos Minimos Quadrados.
Estamos chegando

e Chebyshev (1822-1894) — explorou as relagdes entre variaveis aleaté-
rias e suas esperangas.



e Markov (1856-1922) — criou um novo ramo que é a Teoria das Variaveis
Aleatérias Dependentes, conhecida como Cadeias de Markov.
Axiomatizagcao
e Borel (1871-1956) — criou a algebra de Borel.
e Kolmogorov — publicou em 1933 um livro com a axiomética usada
até hoje.
Mente brilhante
¢ John von Neumann (1903-1957) — criou a Teoria dos Jogos (1928) e con-
tribui para a descoberta da mecénica quéntica e para o desenvolvimento da
12 bomba atémica. E o pai da arquitetura digital dos computadores.
Hoje
¢ |déias recentes — Probabilidade Intervalar, Probabilidade Imprecisa, Teo-
ria dos Fractais e a Teoria da Complexidade.

2. Espago Amostral e Eventos

Espago amostral, denotado por S, é o conjunto de todos os resultados pos-
siveis de um experimento. Um resultado particular de S € um ponto amostral.

Evento é qualquer subconjunto do espago amostral S, ou seja, € um
conjunto de resultados possiveis do experimento aleatério. Ao se realizar um
experimento aleatério, se o resultado pertence a um dado evento A, diz-se
que Aocorreu. Oevento A= {a },emque a € S, consistindo do Unico ponto
amostral é o evento elementar.

Evento impossivel: € o evento igual ao conjunto vazio ().
Evento certo: é o evento igual ao espago amostral S.
Exemplo 3: S = {chove, ndo chove}
Em geral, temos interesse em eventos particulares do experimento.
e Evento A: chove

Entdo, A = {chove}c S. O evento A € um subconjunto de S.
Exemplo4: S={1,2,3,4,5, 6}
¢ Evento B: sair face par.

Entéo, B = {sair face par} = {2, 4, 6}c S. O evento B € um subconjunto de S.

Exemplo 5: Ainda considerando S = {1, 2, 3, 4, 5, 6}, podemos definir outros
eventos como

e Evento C: sair uma face impar.

Entdo, C = {1, 3, 5}

Estatistica e Probabilidade
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e Evento D: sair uma face maior que 3.
A um experimento aleatério

est4 associado um espaco Entéo, D ={4, 5, 6}
amostral S. O evento A e Evento E: sair face 1.
ocorre se o resultado do

experimento pertence a Entéo, E = {1}

A. Os conjuntos S (evento
certo) e @ também .
s&o eventos (evento 2.1 Operagdes com eventos

impossivel).
e Uniao: AU B é o evento que ocorre se e somente se A ocorre ou B ocorre

ou ambos ocorrem simultaneamente.

¢ Intersecg¢ao: AN Bé o evento que ocorre se e somente se A e B ocorrem
simultaneamente. Obs: se AN B = &, entdo A e B sdo ditos mutuamente
exclusivos ou disjuntos.

o Complementar: A° ou A é o evento que ocorre se e somente se A ndo
ocorrer.

Exemplo 6: Considerando o langamento de um dado e os eventos A, B, C, D
e E definidos nos exemplos anteriores, temos
B — D = sair uma face par e maior que 3
Entdo,B—>D={2,4,6} > {4,5, 6} = {4, 6}
B — C = sair uma face par e impar
Entdo,B—>C={2,4,6} > {1, 3,5} = (B e C sao disjuntos)
C=8B
B=C
B U D = sair uma face par ou maior que 3
Entdo,BuD={2,4,6}u{4,56}={2,4,5, 6}
B u C = sair uma face par ou impar
Entdo,BuC=1{2,4,6}U{l,3,5={123,4,5,6}

3. Definigao de probabilidade

A probabilidade € uma fungéo que atribui um nimero aos eventos de S (se A € um
evento de S, entdo P(A) é a probabilidade de A), que satisfaz os seguintes axiomas

e Axiomal VA 0<PA)<1L
e Axioma 2 P(S)=1.
e Axioma 3. Se A e B sdo mutuamente exclusivos ou disjuntos, entao

P(AUB)=P(A)+P(B)
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e Axioma 4: A, A, ... sdo mutuamente exclusivos, entao
P(Al UA,U ) = P(A1) + P(Az) +...

AUB=A+B

S

Teoremas:
e T1 Se /& é o conjunto vazio, entdo P()=0.

e T2:Se A° é o complementodeA, entdo P(A°)=1-P(A).

e T3:Se AcB,entdo P(A)<P(B).

o T4 SeAe B s&o dois eventos quaisquer, entdo P(A-B) = P(A)-P(A N B).

e T5: Se Ae B sao dois eventos quaisquer, entao
P(AUB)=P(A)+P(B)-P(A N B).

e T6:Se A, B e C sdo eventos quaisquer, entao

P(AUBUC)=P(A)+P(B)+P(C)-P(ANnB)-P(ANC)
-P(BNC)+P(ANBNC)

o « @

B-A A-B AuB

Exemplo 7: Dados do Censo Demogréafico de 1991 publicado pelo IBGE rela-
tivos aos habitantes do Ceara, na faixa etaria entre 20 a 24 anos com relagéo
as variaveis sexo e leitura.

Sexo Le Nao lé Total
Masculino 39.577 8.672 48.249
Feminino 46.304 1.297 53.601

Total 85.881 15.969 101.850

Um jovem entre 20 e 24 anos € escolhido ao acaso no estado do Ceara.
S = conjunto de 101.850 jovens do Ceara, com idade entre 20 e 24 anos.
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P(M

Eventos de interesse:
e M = jovem sorteado € do sexo masculino = jovens do sexo masculino de S

e F =jovem sorteado € do sexo feminino

e [ =jovem sorteado sabe ler

e M~ L =jovem sorteado € do sexo masculino e sabe ler

e Mu L =jovem sorteado é do sexo masculino ou sabe ler
Podemos obter algumas probabilidades:

n°jovensque sabemlerdeS _ 85.881

P(L)= n°de jovensde S ~101.850 - 0.843
_ n°de jovensdosexomasculinodeS _ 48245 _
P(M) = n" de jovens de S = 101850 - 0473

F=M=P(F)=P(M)=1-P(M)=1-0,473=0,527

n°de jovens do sexomasculinoe que sabemlerdeS _ 39 557
n° totalde jovens(S) ~ 101.850

PMnL)=P(M)+P(L)-P(MnL)=0,473+0,843-0,388 =0,928

nL)=

4. Espagos amostrais finitos e infinitos

Seja S ={a,,a,,...,a,} um espago amostral finito. Obtemos um espaco de
probabilidade finito se a cada ponto a; € S associarmos aum nimeroreal p.,
chamado de probabilidade de a, ou P(a;) As seguintes propriedades sdo
vélidas para esses espagos.

Cada p: € ndo negativo, ou seja, pi= 0

Asomados p; é 1, ou seja, Z;Pi =1

Observagéo: a probabilidade de um evento A passa a ser a soma das
probabilidades dos pontos amostrais que o compdem.

Exemplo 8: Lance 3 moedas e observe o numero de caras; entdo
S ={0.1.2,3} Obtém-se o espaco de probabilidade da seguinte forma.

P({0}) = 4. PU1}) =45 P2 =3 e P(3} = .

Como a probabilidade é ndo negativa, a soma delas é igual a 1.

Descreva os seguintes eventos e suas probabilidades: A = “pelo menos
uma cara aparece” e B = "todas caras ou todas coroas aparecem”.

=0,388



A={1,23}eB={03}
P(A)=P{1D+PH2+P{3N) =3+ 3+ 5= %
1

P(B)=P({0)+P({3)=g+g =7
Seja S um espaco amostral infinito, S = {a,, a,....}. Obtém-se um espago
de probabilidade, associando a cada a, € S um numero real p, chamado de
probabilidade, tal que

Dpi=0

i) > p:=1
i-1
Exemplo 9: Considere o espago amostral S ={1,2,3,...,00}de um experi-
mento de langamento de uma moeda até que apareca uma cara. Chame de

n o nimero de vezes que a moeda é lancada. Um espaco de probabilidade é
obtido fazendo-se

P{1})=5.P{2) = L. PN} = 2r....

Em resumo:

P{e})=0.

Relembrando a interpretacéo da probabilidade, seja A um evento de um
experimento aleatério de um espago amostral. Consideramos duas formas de
se atribuir probabilidades aos eventos de um espago amostral.

e P(A) é uma crenga (subjetiva) que se deposita na ocorréncia de A.

¢ Interpretacao frequentista ou de frequéncia relativa (objetiva)

n° de ocorréncias de A emnensaiosindependentes do experimento

f(A) = &

Quando n cresce: f (A) f P(A). isto €, quando n cresce, a probabilidade
€ aproximada pelo valor da frequéncia relativa.

Ha uma terceira definicdo ou interpretagédo, chamada de probabilidade
geométrica, que nao sera abordada neste texto.

5. Probabilidade condicional

No exemplo anterior, se soubermos que o jovem sorteado € do sexo masculi-
no, qual é a probabilidade de que saiba ler? Temos uma informagéo parcial: 0
jovem € do sexo masculino. Vamos designar a probabilidade de L quando se
sabe que o jovem é do sexo masculino por P(L/M) e denomina-la probabilida-
de condicional de L dado M.

Estatistica e Probabilidade e
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E natural atribuirmos
n° de jovens que sabemler dentre aqueles do sexo masculino

PILM) = n° totalde jovens do sexo masculino
_ 39.577 _
= 48249 ~0.820
Note que
n° jovens do sexo masculino e que sabemler
P(L/M)= no totalde jovens

n° jovens do sexomasculino

n° totalde jovens

Sejam A e B eventos de um experimento aleatério qualquer. Imitando
a equacao. 1, podemos dizer que a probabilidade condicional de A dado B
(nota-se por P (A / B)) é definida como

P(ANB)
P(B)
Por exemplo, a probabilidade de ser do sexo masculino dado que
|& é dada por

P(A/B)=

_P(MNnL)_ 0,388 _
P(M/L) = P(L) ~ 0843~

0,460

5.1 Regra do produto

Da equacéao equacao. 2 obtemos a regra do produto para a probabilidade da
interse¢ao de dois conjuntos:

P(ANB) = P(A/ B) P(B)

valida para quaisquer eventos Ae Bde S.

5.2 Regra da probabilidade total

Sejam A e B dois eventos. Ha duas maneiras de A ocorrer. ou A e B ocorrem
(AnB)ouAe B ocorrem (AN B).

Desse modo, A={AnB}U{An B}, ondeAnBeAn B s&o conjun-

tos disjuntos. Pela regra da soma, P(A) = P(A n B) + P(A N B). Pela regra do
produto, P(A) = P(B).P(A/B) + P(B) P(A/ B) (regra da probabilidade total).

&
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Exemplo 10: Em uma urna, ha 10 bolas, sendo 4 brancas e 6 vermelhas.
Duas bolas sdo sorteadas sucessivamente, sem reposi¢éo. Qual é a probabi-
lidade da 22 bola ser vermelha?

...OO
@ @ OO
O

Se A é a probabilidade de a segunda bola sorteada ser vermelha, que-
remos calcular P(A). Seja B a probabilidade de a primeira bola sorteada ser
vermelha.

P(B) =5

B) = -1.6 _ 4
P(B)=1-P(B)=1-75 = 1g

Se B ocorreu, isto é, saiu vermelha na primeira retirada, entéo

@@ OO0
O
@ ® OO

P{A/B} = P{sortear 1 bola vermelha dentre 5 vermelhas e 4 brancas}

P{AB} =3

P{A/B°}=P (sortear 1 bola vermelha dentre 6 vermelhas e 3 brancas) = 6/10

Portanto,
P{A}=P{B}-P{A/B}+P{B} -P{A| B}
(=3 5§
eta)= 55+

P{A}= 5
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Podemos fazer o diagrama em arvore ou arvore de probabilidades da
situacao descrita neste exercicio.

pia}=6 5,4 6_6

+

10 ' 9 " 10 9~ 10
- S
5 10 9
6 9
0 o0
O e
©O 00O - 0 9
© 00O
@) 6 - Agd
4 3 10 9
10 o0 O
00 O
00 O
3 3
9 - %R'g

5.3 Independéncia

Dois eventos A e B sao independentes se P{A/ B) = P{A} ou P{B/ A) = P{B}.

No exemplo anterior, P{A/B} = % # 1% = P{A}, ou seja, A e B nado séo
independentes.

Se o sorteio da 22 bola for com reposicao,
P{A / B} = P {sortear 1 bola vermelha dentre 6 vermelhas e 4 brancas}

= % = P{A}, entdo os eventos s&o independentes.

5.4 Regra do produto para eventos independentes

Se A e B séo eventos independentes,
P{A n B} = P{B}.P{A/ B} =P{B}.P{A}

Exemplo 11. Considerando o exemplo anterior, qual a probabilidade de serem
retiradas 2 bolas vermelhas (no sorteio com reposi¢éo)?

Calculando a probabilidade de A, temos

P{AnB}=P{A}-P{B}
-6 6

10 10
=0,36



6. Variaveis aleatoérias, fun¢cdes densidade
de probabilidade

O objetivo do célculo das probabilidades é criar modelos matematicos capa-
zes de representar os experimentos aleatérios.

Experiéncia aleatéria designa uma situagao a qual estejam associados,
de forma nao controlada, dois ou mais resultados possiveis.O conjunto de
todos os resultados possiveis de uma experiéncia aleatéria € chamado de
espago amostral.

Os espagos amostrais podem ser discretos ou continuos consoante os
seus elementos sejam numeraveis ou ndo. Os espacos discretos podem ser
finitos ou infinitos. O espagco amostral associado a uma experiéncia aleatéria
depende da forma como a experiéncia é avaliada, isto é, depende daquilo
gue esta sendo observado.

Exemplo 12: Considere uma experiéncia constituida pelo langamento de uma
moeda ao ar por trés vezes consecutivas.

Se o resultado for avaliado pelo nimero de “Ca” {caras} obtido, o espa-
¢o amostral é constituido pelo conjunto {0, 1, 2, 3}.

Se o resultado for avaliado pela sequéncia de “Ca"(caras) e “Co” (coro-
as), o0 espago amostral € constituido por oito resultados possiveis.

1° Lance E 2° Lance i 3¢ Lance E

ca(a;:\\m
A

CaCaCo \

\

Ca

=
T
-
=]
'
=1

Ca

Co

CoCoCa

CoCoCo

Arvore de resultados Diagrama de VENN

O diagrama de Venn é utilizado na representacéo de resultados sequen-
ciais. No entanto, é dificil lidar com espagos amostrais dessa maneira, &€ muito

Estatistica e Probabilidade 10
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mais facil trabalhar com quantidades numéricas. Neste exemplo especifico
poderiamos estar interessados no nimero de “caras” nas 3 jogadas, e seria
interessante definir uma fungcéo que associasse um ndmero a cada resultado
no espa¢o amostral.

Seja S 0 espago amostral e X uma fungéo que “Ipega” elementos deste
espaco (resultados da experiéncia) e os leva num subconjunto de nimeros
reais. Essa fungdo X é chamada de variavel aleatéria.

6.1 Definigao (variavel aleatéria)

Considere uma experiéncia aleatéria com espago amostral S. Seja ¢ um ele-
mento de S. Uma variavel aleatéria X € uma fungdo que associa um Unico
numero real X(c) = x a cada elemento do espago amostral S. O espago de X
é o conjunto de nimeros reais X = {x:x = X(c)vc € S}.

S

Espago Amostral

N

Espaco da Variavel

Figura 4 - Espa¢o amostral espaco da variavel aleatéria

Seja X uma variavel aleatéria definida num espago amostral S e seja —
0 espaco de X. Seja A um subconjunto de — e s um subconjunto de S.

Ja definimos a probabilidade de um evento s — S e, agora, gostaria-
mos de estender essa definicdo e falar da probabilidade de um evento A —»
—. Ou seja, 0 nosso objetivo agora € definir probabilidades a partir de valores
possiveis da variavel aleatéria, sem referéncia explicita aos pontos do espaco
amostral que deram origem aqueles valores da variavel aleatéria.

Na verdade, o estudo de probabilidades comeca a se aprofundar com
a definicdo de variavel aleatéria, que sera o objeto principal das nossas aten-
¢oes a partir de agora. A nogao de variavel aleatdria é tdo importante que,



frequentemente, nem nos preocupamos com o que esta “por tras” delas, isto
€, na pratica, muitas vezes, ignoramos o espago amostral.

Como definir P(X — A)?

A maneira mais natural de fazer isso é associar a probabilidade do even-
to X — A a probabilidade do evento S no espago amostral S.

Ou seja, se A— —, definimos

P(X — A)=P(S), onde S = {c — S: X(c) > A}

Assim, a variavel aleatéria X € uma fungéo que “transporta” a probabili-
dade de um espago amostral S para um espag¢o — de nimeros reais.

Exemplo 13: Jogamos uma moeda duas vezes e estamos interessados no
numero de “caras” observado. O espago amostral &

S ={onde ¢ = CaCa, CaCo, CoCa, CoCo}.
Podemos definir uma variavel aleatéria X como

Osec = CaCa
X(c)=11sec = CaCoouCoCa
2sec = CoCo

Ou seja, X é o nUmero de caras nas duas jogadas. O espago da variavel
aleatéria X é — ={0,1,2}, um subconjunto dos inteiros.

Seja A = {x - —:x = 1}. Como definir a probabilidade do evento A? E s6
olhar para o subconjunto S do espago amostral cujos elementos ¢ séo tais que
X(@©) —> A, ouseja, X(c)=1aqui.

Nesse caso, S = {CaCo, CoCa}, o evento “uma cara em duas jogadas”,
pois X{CaCo}=1 e X{CoCa} = 1. Assim,

P{A} = P{X — A} = P{S} = P{X=1}

6.2 Definigao de variavel aleatéria discreta e densidade de
probabilidade discreta

Seja X uma variavel aleatéria cujo espago é o conjunto unidimensional —.
Dizemos que X é uma variavel aleatéria discreta se o nimero de valores pos-
siveis de X é finito ou contavel.

Porexemplo, se os valores possiveis de Xs&o{0, 1,2, ..}ou{2,4,6,8, ...},
ou ainda {1/3, /4, 1/5, ...., 1in, ...}, X é uma variavel aleatéria discreta. A partir
da definicdo de variavel aleatéria discreta, podemos definir a densidade de
probabilidade discreta, que é uma funcao da variavel aleatéria X que nos per-
mite calcular probabilidades para todos os valores de X.

Seja fxX) uma fungao tal que

i) f(x)>0vx ex

Estatistica e Probabilidade 1o/
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i) > f(x)=1

XEN

i) VAa\, P(A)=P(X € A)=> f(x)

xeA
QOu seja, esta Ultima propriedade nos permite calcular a probabilidade
de qualquer evento envolvendo a variavel aleatéria X. Para qualquer evento
A definido no espaco da variavel aleatéria X, a probabilidade de A € apenas o
somatoério de todos aqueles valores de x que compdem A.

f(x) € chamada densidade de probabilidade da variavel aleatéria X, e
dizemos que X € uma variavel aleatéria discreta.

6.3 Definicao de variavel aleatéria continua e densidade de
probabilidade continua
Seja X uma variavel aleatéria com espaco A tal que:

i) f(x)>0vx eX

i) fx) tem no maximo um ndmero finito de descontinuidades em qualquer
subintervalo finito de —.

iii) Seja A < —. A probabilidade de X > A é:
P(X€A)=P(A)= [ f(x)dx

Avariavel aleatéria X é uma variavel aleatéria continua e f(x) é sua den-
sidade de probabilidade.

Seja X uma variavel aleatéria qualquer (continua ou discreta). A fungao
de distribuicdo da variavel aleatéria X é definida como

FX)=PX Xx)
Seja f(x) a densidade de probabilidade de X, entéo
F(x) = >_f(x)

asx
Se X é variavel aleatéria discreta ou

X

F(x)= ff(x)dx

-0

Se X é variavel aleatéria continua.



Propriedades da Func¢ao de Distribuicao
NDO<FX)<1lpoisO<Pr(X<x)<1.
i) F(x) € uma fungdo nao decrescente.
i) limF(x)=0
iv) limF(x) =1
v) Se X é uma variavel aleatéria continua, sua fungao de distribui¢éo & conti-
nua. Se X é discreta, F(x) € uma funcdo continua a direita, isto é, a funcéo

de distribuicao apresenta “pulos” (descontinuidades) que so6 sao “sentidos”
quando nos aproximamos do ponto onde existe o “pulo” pela esquerda.

6.4 Relagao entre a funcao densidade e a fun¢ao de distribuicao

Considere uma variavel aleatéria continua com densidade f(x) e funcéo de
distribuicao F(x). Entéo
b

P(X<b)= [ f(x)dx ..

b

[ f(x)dx = F(x)

-0

JF0=fx)

QOu seja, a densidade é a derivada da funcao de distribuicao.
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Objetivo

e Apresentar as principais distribuices estatisticas discretas e continuas.

1. Distribui¢cbes discretas

1.1 Distribuigao binomial

A densidade binomial € uma das mais importantes em teoria da probabilidade.
Ela surge como uma idealizagdo matematica de diversas situagées comuns
na “vida real” e esta intimamente ligada & amostragem com reposicao. A situa-
¢&o classica em que usamos uma densidade binomial é a seguinte.

Uma experiéncia tem apenas 2 resultados possiveis : “sucesso” e “fa-
lha”, em que a probabilidade de “sucesso” € p e a probabilidade de “falha”
éq=1-p.

A experiéncia é repetida um namero fixo (n) de vezes, sempre nas mes-
mas condi¢des, de tal forma que as probabilidades de “sucesso” (p) e “falha”
(¢ =1-Pp) se mantém inalteradas a cada repeticdo. As diversas repetices
da experiéncia sao feitas de maneira independente, ou seja, o resultado de
uma repeticdo nao afeta o resultado das outras.

A variavel aleatéria X que mede o nimero de “sucessos” nas n repeti-
¢cbes da experiéncia & uma variavel discreta, com valores possiveis 0, 1, 2, ...,
n. Dizemos que esta variavel tem densidade binomial com paradmetros n e p,
e escrevemos que X ~ Bin(n, p).

Nota : a escolha de um tipo de resultado como “sucesso” ou “falha” nao
implica em qualquer julgamento sobre o resultado ser “bom” ou “ruim”, é ape-
nas uma questao de nomenclatura. Na verdade, a escolha do que é um “su-
cesso” ou “falha” depende da questio de interesse ao analisar o problema, de
forma que o que é “sucesso” numa situacdo pode ser a “falha” num problema
semelhante.

A equacéo da distribuicdo binomial é a seguinte.
P(X=x)=f(x)= (% )p*(1-py~

Estatistica e Probabilidade
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1.2 Distribuicao hipergeométrica

Suponha que, na populacao, existem r objetos do tipo A (‘sucessos”) e N —r
objetos do tipo B (‘falhas”).

Seja X o nimero de objetos do tipo A na amostra. Entdo as probabilida-
des dos diversos valores de X séo dadas pela seguinte formula.

(r) (N - r)
x/-\n-X
wis
n
Esta é a densidade hipergedmétrica, usada para calcular probabilida-
des no caso de amostragem sem reposi¢ao.

P(X=x)=f(x)=

ondex=0,1 2, ..., min(n.r).

Pode-se provar que f(x) acima definida integra a 1 (n&o é muito facil) .

1.3 Densidade Poisson

Esta densidade é usada principalmente para modelar o nimero de ocor-
réncias de um evento “raro” (de probabilidade baixa) durante um intervalo
de tempo especificado. Por exemplo, o nimero de acidentes numa estrada
durante um fim de semana; o nimero de bactérias presentes numa solu-
¢ao ap6s um certo periodo sdo, entre outros, eventos modelados pela dis-
tribuicdo de Poisson. Além disso, a distribuicdo de Poisson surge como um
caso limite da distribuicdo Bin(n,p) quando n é grande, e p é pequeno (pro-
ximo de zero) e, neste contexto, é muito Util em aproximagdes numéricas.

A derivagao da densidade Poisson pode ser feita de duas formas: a
primeira esté relacionada com o “processo de Poisson”, e a segunda surge
como uma aproximagéo da densidade binomial.

1.4 Processo de Poisson

Considere uma sequéncia de eventos que ocorrem ao longo do tempo, como
0 nimero de carros vermelhos que param num sinal, 0 nimero de chamadas
telefénicas que chegam a uma estagéo durante um certo intervalo de tempo.

Seja Xt o nimero de ocorréncia no intervalo de tempo [0, t]. Claramente,

Xt é uma variavel aleatéria discreta com valores possiveis 0, 1, 2, ..... Para
derivar a densidade de Xt, partimos das seguintes premissas.



Seja At um intervalo de tempo pequeno. Ent&o.

e Aprobabilidade de exatamente uma ocorréncia em um intervalo de tempo
Dt é aproximadamente k A t.

e Aprobabilidade de exatamente zero ocorréncias em um intervalo de tem-
po Dt é aproximadamente (1 — k)At .

e Aprobabilidade de duas ou mais ocorréncias em um intervalo de tempo At
é igual a um certo o(At), onde o(At)/At tende a zero a medida que At tende
a zero. Em outras palavras, a probabilidade de duas ou mais ocorréncias
em um intervalo de tempo At € um valor muito pequeno, e esse valor de-
cresce a zero mais rapidamente que o comprimento do intervalo At.

Essas trés premissas definem o tipo de processo que pode ser chama-
do de um processo de Poisson.

O parametro k acima € um ndmero real > 0, chamado de taxa média
de ocorréncia.

Para cada instante t > 0, seja

PX=x)=p,®. ondex=0,12,...

Fixando um instante qualquer t e aplicando a segunda premissa, nos da
p.(t+At) =[1-kAt]po(t)

Subtraindo p0(t) de ambos os lados e dividindo o resultado por At,

leva a

po(t+AAtz-po(t);kpo(t)

Tomandose o limite desta Ultima expressao quando Dt tende a zero,
encontramos, do lado esquerdo, a derivada de pO(t). Isso nos da a equacgao
diferencial

po(t) =- kpo(t)
Para x > 0, pode-se provar que as premissas resultam no seguinte sis-
tema de equacdes diferenciais

p (t) =-kp (t) + kp_,(t), onde x = 1,2,3,...

A solugéo do sistema dado por (4) e (5) é

p.(t)= (kt)):!e’ ,onde x=1,2.3,...

Para qualquer intervalo [0, t], se fixarmos t e fizermos | = kt, a equagéo
acima reduzse a

X o -At
P(X=x)=f(x)= & ondex=123..
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A densidade anterior é a densidade Poisson com parametro | >
0 e escrevemos

X~ Poisson(}).

1.5 Como usar a densidade Poisson na pratica

Selecione um intervalo de tempo fixo. Conte o nimero de ocorréncia de um
certo evento de interesse neste intervalo. Esse nimero de ocorréncias € uma
variavel discreta com valores possiveis 0, 1, 2, .... . Se o evento é tal que a
probabilidade do nimero de ocorréncias no intervalo ser 0 ou 1 é “grande”, en-
tao o evento pode ser na pratica modelado pela distribuicio de Poisson. Uma
densidade Poisson modela bem eventos “raros”, isto €, que ndo acontecem
com grande frequéncia para qualquer intervalo de tempo fixo.

Por exemplo, o nimero de automéveis Corsa que entram num estacio-
namento no Rio de Janeiro num intervalo de 1 hora certamente ndo é uma
variavel Poisson, mas o nimero de Ferraris que entram no estacionamento no
mesmo periodo de tempo deve ser Poisson.

2. Distribui¢coes continuas

2.1 Densidade Uniforme

A densidade uniforme serve para modelar o seguinte fenémeno: “escolhe-se
um ndmero aleatoriamente num intervalo dado”, por exemplo, o intervalo (0,1).
Afungéo “random”, presente na maioria das linguagens de computador, nada
mais € do que um mecanismo para gerar nimeros com distribuicdo uniforme
no intervalo (0,1).

Uma variavel aleatéria X tem densidade uniforme no intervalo (a.b), e
escrevemos X ~ Unif(a,b) se a sua densidade é

(0= 5z xE(ab)

0,x € (a,b)

Uma variavel aleatéria X com densidade uniforme no intervalo (a,b) tem
a seguinte propriedade: qualquer subintervalo de comprimento d localizado
dentro do intervalo (a,b) tem a mesma probabilidade.
A fungéo de distribuicdo de uma variavel aleatéria Unif(a,b) é:
0,x<a

F(x)= %,x & [a,b]

1.x>b
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2.2 Densidade Exponencial

Uma variavel aleatéria com densidade exponencial é usada para modelar
tempos de duracéo de equipamentos. Na verdade, existem densidades mais
apropriadas para modelar esse fenémeno, pois, como veremos mais tarde,
a densidade exponencial n&o leva em conta o desgaste do equipamento ao
longo do tempo. A densidade exponencial é definida para varidveis continuas
e maiores que zero e depende de um parémetro positivo, I.

Notagao: X * Expo(A)

A densidade exponencial é dada pela formula:

f(x)=de™ x>0
E f(x) =0 se x < 0. Note que A € > 0 sempre.
A funcao de distribuicdo é dada por
0,x<0

F(x)= fﬂe"“du =-e*|'=1-e* x>0
0

0

Note que o limite da funcao de distribuicdo quando x tende a +o0 é um.

O préximo grafico apresenta as densidades exponenciais com pa-
rametros A =2,4¢ 8. Note que a densidade decai mais rapido quando A
€ grande.

10,00
8,00
6,00 —— Expo(2)
—0— Expo(4)
4,00 —— Expo(8)
2,00
0,00

o 04 08 12 16 2 24 28 32 36 4
Figura 5 - Densidades exponenciais

O préximo gréfico exibe a fungéo de distribuicdo de uma variavel alea-
téria com parémetros A =1le A = 2.

17
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0,8 + —F1(x)
F2(x)

00,20,40,60,8 1 1,21,41,61,8 2 2,22,42,62,8 3 3,234

Figura 6 - Fungdes de distribuicdo densidades Expo(1) e Expo(2)

2.3 Fungcao Gama
Seja a um ndmero real maior que zero, ndo necessariamente inteiro. A fungcéo
Gama com argumento a é definida por
I'(a) = ft“e"dt
a) Propriedades da Fungao Gaoma
DI(n)=(n-1)I'(n-1) paran>1
A demonstracdo deste fato usa integracao por partes.
2)I'(n)=(n-1)!senéinteiro>1

3)I(1)=0'=1
HT(1)=v7
b) Densidade Gama

Seja X uma variavel aleatéria continua definida no intervalo(0, ).
Dizemos que X tem densidade Gama com parametros a e 3, e escrevemos X
~ Gama(a., B) se a densidade de X é

Baxa-l
f(x)=1 I'(a)
Osex <0

Os parametros a e 3 sdo numeros reais positivos a é conhecido como

parémetro de forma, e 3 é o parémetro de escala.

e®™ ondex>0




0,00 1,00 200 3,00 400 500 6,00 700 800 9,00

Figura 7 - Densidades Gama: gama(1,1), Gama(1,2), Gama(1,3) e Gama(1,5)

2.4 Densidade quiquadrado com k graus de liberdade)
Seja X uma variavel aleatéria continua e positiva com densidade dada por
1 n2  x
f(x)= — 7K\ X2 €?ondex>0
r(5)
Tem densidade quiquadrado com (n - 1) graus de liberdade, e escrevemos:
X ~ xi

A densidade quiquadrado com k graus de liberdade é apenas um caso
particular da densidade gama. Na verdade,

w=com(a=§ 6-3)

0,5

0,45 1

04 + —f— quiquad2

035 + —n—qu?quad3
—— quiquad4

03 + —O0— quiquad8

0,25 4

0,2 A
0,15 4
0,1 4
0,05 -

0
0,000,50 1,00 1,50 2,00 2,50 3,00 3,50 4,00 4,50 5,00 5,50 6,00 6,50 7,00 7,50

Figura 8 - Distribuicdes qui-quadrado com 2, 3, 4 e 8 graus de liberdade.
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2.5 Distribui¢gao Normal (Gaussiana)

A distribuicdo normal é, talvez, a mais importante das distribuicbes de probabili-
dade. Erros de mensuragao de fendmenos fisicos ou econdmicos sao frequente-
mente modelados pela distribuicdo normal, mas esta n&o é a Unica aplicacéo des-
ta densidade. Por exemplo, a distribuicéo dos pesos, alturas e Ql's das pessoas
numa populagcéo também ja foram modelados com sucesso por esta distribuic&o.
Adistribuicdo normal tem a forma de um sino e possui dois pardmetros, | e 2.

A distribuicao normal € também chamada de gaussiana em homena-
gem ao matematico Carl Friederich Gauss (1777-1855), que a utilizou pela pri-
meira vez na modelagem de erros de medida. A distribuicdo normal também
funciona como uma boa aproximagao para outras densidades. Por exemplo,
sob algumas condigdes pode-se provar que a densidade binomial pode ser
aproximada pela normal.

a) Densidade Normal com média u e variancia ¢

Seja X uma variavel aleatdria continua definida nos nimeros reais. Dizemos
que X tem densidade normal com média 1 e variancia ¢ se a densidade de X é
(x-p1?
1 _e Xy
210

f(x) =

Notagao: X ~ N(p, 6?)

Note que o segundo pardmetro () nesta notagdo é a variancia de X. A sequir,
exibimos gréfico das distribuicdes normais com média zero e varidncias 1, 2 e 4.

—m— N(0,1)
—0— N(0,2)
—— N(0,4)

-26 -22 -18 -14 -1 06 -02 02 06 1 1.4 18 22 26 3

Figura 9 - Distribui¢des normais com média zero e varidncias 1, 2 e 4

Note que o méximo das densidades é encontrado quando x = 0, isto &,
quando x € igual & média da distribuicdo. Isto vale para qualquer distribuicéo nor-
mal; o méximo de f(x) é obtido fazendo-se x = 1, onde m € a média da normal.
Também, quanto maior o valor da variancia ¢, mais “espalhada” é a distribuicéo.



b) Propriedades da Distribuicao Normal

1. f(x) dada pela expressdo acima, integra a 1.

2. f(x)*>0sempre.
3. Os limites de f(x) quando x tende a +« e -0, sd0 iguais a zero.
4. Adensidade N(u, c?) é simétrica em torno de |1, ou seja,
flu +x) = f(u - ).
5. O valor maximo de f(x) ocorre em x = p.
6. Os pontos de inflexdo de f(x)sdox=p+cex=p-oc.

3. Momentos de uma distribui¢cao de probabilidade

A seguir, definimos alguns dos momentos de distribuicdes de probabilidade
continuas e discretas. Momentos sédo quantidades que nos dao uma idéia da
tendéncia central, dispersdo e assimetria de uma densidade de probabilidades.

3.1 Defini¢ao (média e variancia)

A média (ou valor esperado, primeiro momento de uma variavel aleatéria) é
definida como
> xf(x),casodiscreto
p=E(X)=q *= R
xf(x)dx, caso continuo

-0

onde o somatdrio refere-se a todos os valores de X quando X € uma
variavel discreta. Quando X é uma variavel continua a média é calculada
pela integral anterior, onde f(x) representa a densidade de probabilidade da
variavel X.

A média de uma variavel aleatéria representa uma medida de tendéncia
central da distribuicdo de probabilidade dessa variavel aleatéria.

A variancia de uma variavel aleatéria € uma medida da dispersdo da
distribuicao de probabilidade, definida como

> (x- ), casodiscreto

c2=V(X)=1 *= :
f (x - 1) f(x)dx, caso continuo

onde novamente f(x) representa a densidade de probabilidade (discreta
ou continua) da variavel aleatéria X e 1 é a média da variavel aleatéria. A vari-
ancia é o segundo momento em torno da média, e corresponde ao momento
de inércia em Mecanica.

Estatistica e Probabilidade =
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Da prépria definicio segue que a varidncia € uma quantidade sempre
maior ou igual a zero.

3.2 Desvio padrao

O desvio padrao de uma variavel aleatéria é a raiz quadrada positiva da sua
variancia, e denotado por G.

O desvio padrao é expresso nas mesmas unidades que a variavel ale-
atéria, e a variancia é dada nas unidades da variavel aleatéria ao quadrado.
Logo, se a variavel aleatdria € medida em metros, o desvio padrdo também
estd em metros, e a varidncia, em metros quadrados. Um valor pequeno do
desvio padrao indica que existe pouca dispersdo em torno da média. Se o
desvio padrao é grande, os valores da variavel aleatoria estdo muito dispersos
em torno da média.

A média e a varidncia sdo casos particulares do que chamamos de
"momentos" de uma distribuicdo de probabilidade. Os momentos de uma dis-
tribuicdo servem para caracterizar esta distribuicdo ndo apenas no que se
refere a sua centralidade e sua dispersao, mas também com relagéo a outras
caracteristicas, como a simetria ou assimetria da densidade de probabilidade.

3.3 Késimo momento

O késimo momento da variavel aleatéria X é definido como
> x“f(x),casodiscreto
X

E(xk) - +o00
f x*(x)dx, caso continuo

Onde k=1,2,3, ..
Obviamente, a definicdo n&o se aplica se algum dos E(X¥) é infinito.
Definigao: késimo momento central ou késimo momento em torno da média)
O késimo momento central da variavel aleatéria X é definido como
> (x- ) f(x), caso discreto
E(X) =1 = ,
f (x - p) f(x)dx, caso continuo

ondek=1,2,3, ..



Logo, a média e a varidncia s&o apenas casos particulares de momen-
tos. A média € o primeiro momento (isto é, p = E(X)) e a variancia é o segundo
momento central, ou seja, E(X — ).

A notagao E(...) indica um valor esperado e pode ser estendida para
fungbes mais gerais que X< ou (X — p)<.

3.4 Valor esperado de uma fungao de uma variavel aleatéria

Seja X uma variavel aleatéria com densidade f(x), e seja u(X) uma fungéo qualquer
tal que

> T u(X)f(x),casodiscreto

X

E[u(X)]=1 =
f u(x)dx, caso continuo

Formula alternativa para o calculo da variancia
V(X) = E[X-E(X)F
= E{X?-2XE(X)+[E(X)}'}*
= E(X?)- E[2XE(X)]+ E{[E(X)['}
= E(X*)- 2E(X)E(X) +[E(X)]
= E(X*)-[E(X)F

Essa formula é valida para qualquer variavel aleatéria X (continua ou
discreta), desde que a média de X seja finita.
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