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Resumo

Realizamos um estudo sobre a funcao exponencial, analisando as principais proprie-
dades desta funcao e a construcao de seu grafico. Para isso, foi realizada uma pesquisa
detalhada sobre alguns subconjuntos dos ntimeros reais, servindo de base para compre-
endermos as propriedades envolvidas na potenciacao de um nimero real. Ao final do
trabalho, destacamos algumas aplicacoes da funcao exponencial, que podem servir de

motivacao para se iniciar o ensino de tal funcao na educacao béasica do Brasil.

Palavras-chave: Calculo, Anéalise, Funcao de uma Variavel, Funcao Exponencial.






Abstract

We conducted a study of the exponential function, analysing the main properties
of this function and the construction of its graph. For this, a detailed research on some
subset of the real numbers was carried out, providing the basis for understanding the
properties involved in the potentiation of a real number. At the end of the work, we
highlight some applications of the exponential function, which can serve as motivation

to start teaching this in basic education in Brazil.

Keywords: Calculus, Analysis, Function of a Variable, Exponential Function.
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1 Introducao

Este trabalho vai tratar especificamente da funcao exponencial, mostrando as suas
propriedades, o grafico que a representa e algumas de suas aplicagoes. O leitor & quem
desejamos direcionar este estudo sao os professores e estudantes de matematica ou areas
de exatas, que irao lidar com o estudo de funcoes de uma variavel. Mais precisamente
os docentes do ensino médio no Brasil, com o intuito de que este trabalho possa lhes
auxiliar no tratamento da funcao exponencial. Para isso, tivemos uma grande preocu-
pacao de mostrar algumas interrogacoes que surgem no trabalho do docente na sala de
aula, como por exemplo: "Por que todo nimero elevado a zero d4 um?"Logicamente
essa nao ¢ a tunica pergunta que surge quando estamos falando de potenciacao, pois
muitas outras surgem desde o sexto ano do ensino fundamental da educagao basica bra-
sileira. Portanto caro leitor, tentamos sempre nos posicionar no lugar de um estudante

de matematica na escola, indagando sobre qual o significado de tais propriedades.

Para compreendermos tudo isso e entender melhor a funcao exponencial, foi neces-
sario um breve estudo sobre alguns subconjuntos dos nimeros reais. Entao o Capitulo
2 lida justamente com esta parte, onde analisamos basicamente os nlimeros naturais, os
niimeros inteiros, os niimeros racionais, os niimeros irracionais e finalmente os ntimeros
reais. Neste capitulo iremos falar também sobre sequéncias numeéricas, pois as mesmas
serao de grande utilidade no entendimento dos ntimeros irracionais como também na
ideia de limites. No Capitulo 3, iremos tratar da operacao de potenciacao, onde des-
tacaremos as suas principais propriedades que servirao de base para definir a funcao
exponencial. J& no Capitulo 4, definiremos a funcao exponencial, analisaremos as suas

propriedades e construiremos o grafico dessa funcao.

Na segunda segao do Capitulo 4, trabalharemos com algumas aplicagoes importan-
tes da funcao exponencial, como o estudo do Carbono 14, onde é possivel estimar a
idade de um fossil. Com essas aplicagoes, procuramos dar uma sugestao de aula para os
docentes de matematica do ensino médio que irao trabalhar com a funcao exponencial.
O intuito principal dessa secao é que o professor consiga motivar seus alunos a apren-
der mais sobre o assunto. Como vocé pode ter notado, leitor, a nossa preocupacao é a

de que vocé entenda e se sinta mais seguro para trabalhar com a funcao exponencial,
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Introducao

pois a matematica nao pode ser exclusividade de uma pequena parcela de estudantes,
mas que seja sim atrativa a todos os olhares daqueles que tentam estudar essa ciéncia

imprescindivel em todas as areas da sociedade moderna.



2 Conjuntos Numéricos

Neste capitulo introduziremos os conjuntos dos niimeros naturais, inteiros, racionais
e reais. Usaremos a teoria presente neste capitulo nos capitulos seguintes; na descrigao
de poténcia e na definicao da funcao exponencial. O objetivo central é mostrar que o

conjunto dos numeros reais tem estrutura de corpo com a propriedade de ser completo.

2.1 Numeros Naturais

Os numeros naturais surgiram principalmente com a finalidade de se trabalhar
com a contagem de objetos, nesse caso estamos falando da aplicagdo dos naturais
como nimeros cardinais. Depois o homem passou a aplicar os nlimeros naturais como
ntumeros ordinais se referindo a ideia de posicionamento. Na escola aprendemos a
lidar com esses niimeros para podermos contar objetos, mas nunca tivemos uma forma
de diferenciar o conjunto dos nimeros naturais dos outros conjuntos que compoem o0s
niimeros reais. Nesta se¢ao utilizaremos a referéncia [1] para aprofundarmos mais nosso
conhecimento sobre esse conjunto.

Vamos definir os ntimeros naturais conforme os "Axiomas de Peano"!:

1. Todo nimero natural n possui um sucessor que ¢ um nimero natural e niimeros

diferentes possuem sucessores diferentes.

2. Existe um ntimero natural 1 (um) que nao é sucessor de nenhum outro niimero

natural.

3. Se um conjunto X contém o nimero 1 e os sucessores de seus elementos, entao

X counterd todos os ntmeros naturais.

O Axioma 3 refere-se a um método de demonstracao na matematica utilizado para mos-
trar que uma certa propriedade é valida para os niimeros naturais. Esse método é co-
nhecido como "inducao", sendo que ele sera muito utilizado em algumas demonstracoes
nesse trabalho. Ja a palavra "sucessor" significa aquele que vem depois. Colocando o

niimero 1 como o primeiro elemento do conjunto dos niimeros naturais, utilizaremos a

! Giuseppe Peano: matematico italiano (1858 - 1932).
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22 Conjuntos Numeéricos

letra N para representar esse conjunto, enquanto os seus elementos serao representados

conforme a forma a seguir:

N={1,2,3,4,5,---}.

O sucessor de um numero natural n sera representado pela forma s;(n). Com essa
escrita, podemos definir sq(n) como o sucessor de s;(n), da mesma forma s3(n) serd o
sucessor de sq(n) e assim por diante.

Vamos definir as operacoes de adigdo (+) e multiplicacao (-) da seguinte forma:
Definicao 2.1. Sejam m,n nimeros naturais entao:

1. n+1=s(n).

2. m+n=s,(m).

3. m-1=m.

4. m-n=n+n-+---+n.

m vezes

Na forma m+n, m é a primeira parcela, n é a segunda parcela, enquanto o resultado
da adicao é chamado soma. Ja em m -n temos que m é o primeiro fator, n é o segundo
fator, enquanto o resultado da multiplicagao é chamado produto.

Sendo m,n,p € N, através da ideia de sucessao, podem ser verificadas as seguintes

propriedades entre ntimeros naturais:

associatividade: (m+n)+p=m+(n+p), m-(n-p)=(m-n)-p.
distributividade: m - (n+p) =m-n+m-p.

comutatividade: m+n=n+m, m-n=n-m.

lei do cancelamento: m+n=m+p=n=p, m-n=m-p=n=p.

Agora podemos introduzir a nocao de ordem entre os naturais. Sejam m,n,p,q € N,
escreveremos as notagoes m < n e p > q quando existirem k,r € N tais que n = m+k
e p = q+r, respectivamente. Diremos no primeiro caso que m é menor que n, enquanto
no segundo caso teremos que p é maior que ¢q. Também sao comuns os casos m < n
e m > n que significam m é menor que ou igual a n e m é maior que ou igual a n,

respectivamente.
Proposicao 2.1. Sejam a,b,c,d € N;a > b e ¢ > d entao
a+c>b+d.

Demonstracao. Como a > b e c > d, existem m,n € N tais que a =b+m e c=d+n.
Assim, a+c=(b+m)+ (d+n) = (b+d) + (m+n), ou seja, a +c¢ > b+ d. O

Definicao 2.2. (Paridade). Um nimero natural € par se ele pode ser escrito na

forma 2n,n € N. Caso contrdrio, ele serd considerado impar.



Nimeros Inteiros

A seguir enunciaremos dois resultados segundo a referéncia [2].
Proposicao 2.2. Sejam a,b € N. Entao a < b se, e somente se, a+1 < b.

Demonstracao. Se a < b, entao existe k € N tal que b = a + k. Se k = 1, teremos
b=a+ 1. Agora se k # 1, entdo existe ¢ € N tal que k = s1(¢) = ¢ + 1. Logo

b=a+k=a+(q+1)=(a+1)+qg=b>a+1.
Reciprocamente, se a + 1 < b, entao
a<sifa)=a+1<b=a<b.
O

Teorema 2.1. (Principio da Boa Ordenacgao). Todo subconjunto ndo vazio de N

possui um menor elemento.

Demonstracao. Seja S um subconjunto nao vazio de N e consideremos o conjunto
M={neNln<z, VaeS} Sele S, entdo este serd o menor elemento de S. Caso
contrario, 1 € M. Como S # (), existe s € S. Entdo s+ 1 ¢ M, pelo fato de s + 1 ser
maior que s. Logo, M # N. Como 1 € M e M # N, deve existir algum m € M tal
que m+ 1 ¢ M, caso contrario, pelo Principio de Indugdo, M = N.

Afirmamos que m é o menor elemento de S. Como m € M, entao m < x, para
todo x € S. Agora falta provarmos que m € S. Suponhamos, por absurdo, que m ¢ S.
Entao m < x, para todo x € S. Pela proposicao anterior, teriamos m+1 < z, para todo

x €S, onde m+ 1€ M, em contradicao com a escolha de m. Portanto m € S. n

2.2 Numeros Inteiros

Definicao 2.3. Sejam m,n € N. Sem >n em =n+c com c € N, entao a diferenca

entre m e n serd igual a ¢ e usaremos a notagio m —n = c.
Proposicao 2.3. Sendo a,b,c,d € N;a > b e c > d entao
(a—b)+(c—d)=(a+c)— (b+4d).

Demonstracao. Suponhamos que a —b=m e ¢ —d = n, com m,n € N. Entao pelo
que acabamos de definir sobre diferenca, teremos a = b+ m e ¢ = d + n. Agora pela
Proposicao 2.1 e pela definicao de diferenca entre nimeros naturais, existe p € N tal
que (a+¢) — (b+d) = p. Logo

(a+c)—(b+d)=p=0b+m)+(d+n)—(b+d) =p=

= [(b+d)+(m+n)—(b+d) =p=
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= (b+d)+(m+n)=(b+d) +p.

Pela lei do cancelamento, temos p = m +n que, por sua vez, representa o resultado de
(a —b) + (¢ — d). Logo

m4+n=p=(a—>b)+(c—d)=(a+c)— (b+d).
O

Mas se m < n, o que deveremos fazer? Nas séries iniciais da educacao bésica, os
professores falam da importancia da condigao imposta pela desigualdade m > n ao
se falar de subtracao entre dois nimeros naturais. A partir do sétimo ano do ensino
fundamental comeca um novo ciclo envolvendo os chamados niimeros negativos que
sao extremamente importantes em Economia e conceitos da Fisica como temperatura
e forca. Portanto a partir do proximo paragrafo abordaremos a construgao dos niimeros

inteiros, onde utilizaremos a referéncia [2].

Definigao 2.4. Seja a relagio ~ em N x N definida por (a,b) ~ (¢,d) quando a+d =
b+ c.

A relacao anterior satisfaz as trés condicoes de uma relagao de equivaléncia conforme
a seguir:
Reflexividade: (a,b) ~ (a,b), pois a + b = b+ a(Comutatividade em N).
Simetria: (a,b) ~ (¢,d) = (¢,d) ~ (a,b), poisa+d=b+c=c+b=d+a.
Transitividade: (a,b) ~ (¢,d) e (¢,d) ~ (m,n) = (a,b) ~ (m,n), poisse a+d=>b+c

e c+n = d -+ m entao somando os membros da primeira e da segunda igualdade por
n e b respectivamente, obtemos

a+d+n=b+c+n e c+n+b=d+m+b=d+(a+n) =d+(m+b) = a+n =b+m.

Agora seja (a,b) = {(z,y) e Nx N | (z,y) ~ (a,b)}.

Exemplo 2.1. (4,2) = {(3,1), (5,3), (6,4), - }.

A ideia intuitiva de definirmos a relagao anterior é de que o conjunto (a, b) representa

a diferenca a — b. E o que devemos falar a respeito da soma (a,b) + (¢,d)? Se a > b e

¢ > d, temos pela Proposicao 2.3 que
(a=b)+(c—d)=(a+c)— (b+ad).

Para preservarmos a igualdade anterior nos demais casos, deveremos definir a operagao

(a,b) + (¢,d) = (a+c,b+d). Através de argumentos analogos a ideia da soma, a
multiplicacao (a,b) - (¢, d) deve ser formulada de modo que (a —b) - (¢ — d) = ac+ bd —
(bc 4 ad). Assim podemos fazer uma defini¢cdo formal dessas duas operacoes conforme

a seguir.
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Definicao 2.5. Definimos as operagoes de adi¢ao e multiplicagao no conjunto de todos

os elementos da forma (a,b) da sequinte forma:

(a,b) + (¢,d) = (a+ ¢, b+ d).

(a,b) - (¢,d) = (ac+ bd, ad + bc).

A partir daqui, vamos utilizar uma nova forma de escrita para representar os ni-

meros da relacao definida anteriormente conforme a seguir:

(271):1;(172> :_1;(371) :2;(173):_2;"' ;(n+1,1):n;(17n+1):_n7

com n € N. Para terminarmos a nossa construgao, se tivermos um nimero escrito da
forma (n,n), entdo chamaremos esse valor de zero?. Logo teremos um novo conjunto
chamado de conjunto dos Niumeros Inteiros representado pela letra Z que provém da
palavra "zalh"que significa nimero em alemao. Ja a relacdo de ordem nos inteiros

sera feita de modo que (a,b) < (¢,d) sempre que a — b < ¢ — d. Somando o primeiro

membro e o segundo membro por b+ d, temos a justificativa para a definicao a seguir.

Definigao 2.6. Dados dois nimeros inteiros (a,b) e (c,d), entao (a,b) < (¢,d) quando
at+d<b+ec

Assim,
Z=A4--,-3,-2,—1,0,1,2,3,--- }.

Nesse novo contexto, teremos os niimeros positivos escritos a direita do zero, e os
nimeros negativos escritos a esquerda de zero. A partir daqui iremos falar sobre divi-

sibilidade e ntimeros primos, onde nos basearemos na referéncia [3].

Definigao 2.7. Sejam a e b inteiros. Dizemos que a divide b (ou ainda a é um divisor

de b) se existir um inteiro q tal que b= a - q.

Usaremos a notacao a | b para dizer que a divide b. Também podemos dizer que b

¢ um miltiplo de a sempre que a | b.
Exemplo 2.2. 8| 24, ou seja, 8 é divisor de 24, pois 24 = 8 - 3.
Proposicao 2.4. Sejam a,b € N. Sea|b entio 0 < a <b.

Demonstracao. Se a | b entao existe ¢ > 1 (pois a e b sdo positivos) tal que b = aq.
Multiplicando ambos os membros da desigualdade ¢ > 1 por a obtemos

b=aq>a>0.

]

2A critério de cada autor, o zero (denotado por 0) pode ser considerado natural, onde ele seria o

menor elemento desse conjunto, ou pode ser considerado a partir da definicao de ntimeros inteiros.
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Sendo a € Z, usaremos a notagao |a|, para representar o max {—a, a}.

Teorema 2.2. (Divisao Euclidiana). Sejam a,b € Z, com a # 0, entdo existem

unicos inteiros q e r tais que
b=aqg+r, 0<r<]|a|.
Demonstracao. Consideremos o conjunto
S={b—ay;y € Z} N (NU{0}).

Existéncia: Existe n € Z tal que n(—a) > —b, logo b — na > 0, assim S # (). Como
S C NU{0} segue pelo Principio da Boa Ordenacao que S possui um menor elemento
r>0. Assimr € S = r =b—aq,q € Z. Afirmamos que r < |a|. Suponhamos, por
absurdo, que r > |a|. Entao existe s € NU{0} tal que r = |a| + s, logo 0 < s < r. Mas
isso contradiz o fato de que r é o menor elemento de S, pois s =b— (¢+ 1)a € S, com
s<r.

Unicidade: Suponhamos que existam outros r; e ¢; tais que
b=aq +r, 07 <lal

Entao

—la] < —r <r—r<r; <lal

Logo

lry —r] < |al.
Mas também
b=aq+r=aq +r=l|a| >|r—ri|=|qu —qllal
Isso s6 é possivel quando ¢; = ¢ e consequentemente r = ry. O

No teorema anterior ¢ e r sao chamados respectivamente de quociente e resto da
divisao de b por a.
Sendo b,n € N, usaremos a notacao b" para representar o produto p-b-...-b.
—

n vezes

Corolario 2.1. (Bases Numéricas). Sejam a,b € N, com b > 1, entao existem

unicos numeros naturais ro, 1, - ,Tn tais que
a=1rpb" + 1y b+ b+ 7.
Demonstracao. Aplicando sucessivamente a Divisao Euclidiana, temos:
a:bqo—i-ro, T0<b.

qO:bql+7'1, ™ < b.
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g1 = bQQ + 7o, o < b.

Gn—1 = an + T, Th < b.

Como a > qy > q > -+ > @1, teremos um ¢,_; < b, onde ¢, = 0. Das igualdades
anteriores resultam

a = bqgy + rp.
bqo = b2q1 + b’/’l.

b2ql = b3QQ + b27”2.

g, 1 = b0 & b

Agora somando todas essas ultimas igualdades obteremos
a=r,b" + 71, 0"+ b+ .
A unicidade dos r; segue da unicidade dos restos na Divisao Euclidiana. ]

O Corolério 2.1 mostra que existem varios sistemas de numeracao. Na antiguidade
temos varios exemplos como os maias que adotavam um sistema de base 20 e os meso-
potamios que adotavam um sistema de base 60. No nosso caso, estamos trabalhando

com o sistema numérico de base 10 onde um natural a podera ser escrito da forma:
a=r,10" +7r, 110"+ + 7104+ 1710°, onde n € N.

Definicao 2.8. (Mdzimo Divisor Comum). Sejam a e b nimeros inteiros nao
nulos. O mdzrimo divisor comum entre a e b é o nimero d que satisfaz as sequintes

condigoes:
1. d]aed]b;
2. d € o maior inteiro positivo com a propriedade 1.
Denotaremos o maximo divisor comum entre a e b por d = mdc(a,b).

Teorema 2.3. (Teorema de Bachet-Bézout). Se d = mdc(a,b), com a,b € Z,

entao existem numeros inteiros xqy € Yo tais que d = axy + byp.

Demonstracao. Seja C = {ax + by, com z,y € Z}. Verificamos que C' contém ntimeros
positivos, negativos e o zero quando x = y = 0. Pelo Principio da Boa Ordenagao, po-
demos escolher z( e yg tais que A = azy+ byp seja o menor niimero positivo pertencente

a C. Afirmamos que A | a e A | b, pois, caso contrario, se A { a (significa A ndo divide
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a), entao pela Divisao Euclidiana, segue que existem inteiros ¢ e r tais que a = A\g +r
com 0 <r < A. Logo

r=a— A =a—qlaxg+ byo) = a(l — qxo) + b(—qyo) € C.

Assim r < A, 0 que contraria o fato de A ser o menor elemento de C'. O caso \ | b é
provado de modo anélogo. Agora basta provarmos que A\ = d. Se d = mdc(a,b), entdo

d|aed|b, onde existem ay,by € Z tais que a = day,b = db;. Logo
A = axg + byo = d(a1xo + biyo).

Esse resultado mostra que d | A. Assim, pela Proposicao 2.4, segue que d < A\. Mas

d < X é impossivel pois d = mdc(a,b), ou seja, chegamos a conclusdo de que d = A. O
Corolario 2.2. Sejam a,b,c € Z. Se c| ab e mde(b,c) = 1, entdo ¢ | a.
Demonstracao. Pelo teorema anterior, existem inteiros z e o tais que
bxo + cyo = 1.
Agora multiplicando a igualdade anterior por a obtemos
abzg + acyg = a. (2.1)

Pela hipotese de que ¢ | ab, existe um inteiro q tal que ab = cq. Substituindo esse

resultado em (2.1) temos
cqzo + acyo = c(qro + ayo) = a.
Portanto ¢ | a. L

Definicao 2.9. Um inteiro positivo n > 2 € primo se os unicos divisores que ele tem

sao 1 e o proprio n. Se designarmos por P o conjunto dos nimeros primos, teremos:
P={2,3,5711,13,---}.

Proposicao 2.5. Um inteiro positivo p € primo se, e somente se, goza da Sequinte
propriedade:
plab=pl|laoup|b, coma,becZ. (2.2)

Demonstra¢ao. Suponhamos que p seja primo e que p { b, entdo mdc(p,b) = 1. Pelo
Corolario 2.2, temos que p | a. Reciprocamente, suponhamos que a propriedade (2.2)

seja valida e suponhamos, por absurdo, que p nao seja um nimero primo. Entao,

p= dldg, com 1<d; < P, 1<d; < p, dl,dg e 7. (23)

De (2.2) segue que p | dy ou p | dy. Pela Proposicao 2.4, temos
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p S d17 ou p S d2~

Mas esse resultado contradiz as desigualdades expressas em (2.3). [

Teorema 2.4. (Teorema Fundamental da Aritmética). Todo nimero natural n

mator que 1 pode ser escrito de modo unico como um produto
n=p(n)=pi-ps-ps- Pm,
onde m > 1 € um nimero natural e 0s p; sao numeros primos, com p; < P < -+ < P

Demonstracao. Vamos provar esse teorema por inducao em n na decomposicao de
p(n) indicando que o mesmo ¢é escrito de modo tnico como produto de fatores primos.
Para p(2) = 2 é verdadeiro, pois 2 é primo. Agora suponhamos, por inducdo, que a
afirmacao do teorema seja valida para p(k) para qualquer inteiro k com 2 < k < n.
Agora provemos o caso p(n+1). Se n+ 1 for primo, entdo o teorema ja estara provado.

Agora se n + 1 nao for primo, entao existem a e § com
2<a<ne2<p<n,taisquen+1=a-0.

Pela inducao, o teorema é verdadeiro para « e 3, onde eles se escrevem de modo tnico
como produto de ntmeros primos. Logo n + 1 se escreve como produto de ntmeros
primos. Agora provaremos que essa fatoracao é escrita de modo tnico. Suponhamos
que n + 1 possa ser escrito de duas maneiras diferentes em decomposicao de fatores

primos conforme a seguir:

n+l=pips- Pk =qQG " Gm. (2.4)

Como p; é primo, pela Proposicao 2.5, segue que p; divide algum ¢;, que por sua vez
também é primo, onde chegamos a conclusao de que p; = ¢; > ¢1. De modo andlogo
verificamos que existe um j tal que ¢; = p; > p;. Portanto, p; = ¢;. Dividindo ambos
os membros da equagao (2.4) por p; obteremos ps - pr. = q2 - - - ¢ < n. Pela indugao

teremos que k:m,pg =4q2," " yPm = Qm- N

2.3 Numeros Racionais

Os nuimeros racionais surgiram com a finalidade de se realizarem medicoes. Na
Grécia, durante o século IV a.C., os nimeros conhecidos eram os racionais e aceitava-
se que dois segmentos quaisquer eram comensuraveis. Isto é, dados dois segmentos u
e v, u podia ser dividido em ¢ segmentos congruentes uj, u, ..., u, de modo que cada

um destes coubesse exatamente p vezes em v. Assim, tomando-se u como unidade de

comprimento, os segmentos u; C u,? = 1,2,..,q teriam comprimento — e o compri-
q

. , . p .
mento de v seria o niimero racional —. Em outras palavras, acreditava-se que dados
q

dois segmentos quaisquer, o comprimento de um era sempre um miltiplo racional do
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comprimento do outro. Atribuiu-se a um dos discipulos de Pitdgoras a descoberta de
que o comprimento v/2 da diagonal do quadrado unitario nio se exprime como uma

~ P . , ~ .
fragdo —. Assim, o ntimero V2 na reta real ndo tem representante na reta racional.
q

O fato relatado acima nos mostra dois novos conjuntos: os racionais, que serao
o tema dessa secao, e os irracionais que abordaremos nas proximas secoes. Para a
construgao dos racionais, iremos utilizar novamente a referéncia (2], onde utilizaremos

uma outra relacao de equivaléncia dada na préxima definicao.

Defini¢ao 2.10. Se a € Z e b € Z — {0}, defina-se a rela¢ao: (a,b) ~ (¢,d) quando
ad = bc.

A relagao anterior também é de equivaléncia, pois satisfaz as trés condigoes a seguir:
Reflexividade: (a,b) ~ (a,b) pois ab = ba.
Simetria: (a,b) ~ (¢,d) = (¢, d) ~ (a,b), pois ad = bc = cb = da.

Transitividade:(a,b) ~ (¢,d) e (¢,d) ~ (m,n) = (a,b) ~ (m,n), pois se ad = bc e
cn = dm com b, d # 0, entao multiplicando o primeiro e o segundo membro por n e b,
respectivamente obtemos adn = ben e ben = bdm, onde adn = bdm. Como d é comum

aos dois membros, teremos an = bm. Assim definamos

% = {(2,y) €Z X Z" | (2,y) ~ (a,)}.

Ressaltamos que Z* = 7Z — {0} e os valores a e b sdo chamados respectivamente de

numerador e denominador.

1

Exemplo 2.3. (2,4) € B
A relacao de equivaléncia anterior nos sugere a ideia de fracoes equivalentes, onde
uma fracao é equivalente a outra sempre que elas representarem um mesmo nimero.
Para isso temos que preservar a igualdade ad = bec que pode ser verificada através da

- - . A . a c
divisao euclidiana sempre que quisermos mostrar a equivaléncia de duas fragoes — e —.

b d

Assim podemos representar os niimeros racionais como um conjunto representado pela

letra Q que significa quociente (resultado de uma divisao).

Definicao 2.11. Definimos o conjunto dos nimeros racionais conforme a sequir:
a *
Q:{glanebEZ }

Para formalizarmos as operacoes de adicao e multiplicacao entre dois niimeros ra-

cionais, devemos ter em mente o conceito de fragoes equivalentes. Por exemplo, se

quisermos examinar a soma 3 + 1 podemos comparar as duas fragoes como medidas

de uma mesma parte inteira como no desenho a seguir.
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Figura 2.1: Adigao de fracoes

Na Figura 2.1, temos dois segmentos de mesma medida, onde no segmento AC

1
temos marcado de vermelho a medida da fracao 3 enquanto no segmento DH temos
1
marcado de vermelho a medida da fracao 1 Observando os dois segmentos, notamos

1 2
facilmente que a fracao 3 poderia ser substituida pela fracao 1 Logo

1 1 2 1 3

2111y
O exemplo anterior nos d4 uma ideia de como devemos definir a soma entre duas
fracoes, que consiste na comparacao entre duas ou mais fracoes. Ja a multiplicacao é
consequéncia da adicao, por representar soma de uma quantidade de parcelas de um
mesmo valor numérico. Essa andlise nos inspira a definir as operacoes de adicao e
multiplicagdo entre fracdes como a seguir.
Definicao 2.12. Sejam % e g

e de multiplicacao respectivamente por:

numeros racionais. Definimos as operacoes de adicao

a+c_ad+bc a ¢ ac

b d bd b d bd
.~ . a & . . a C
Definicao 2.13. Sejam 7 ¢3 numeros racionais com b,d > 0. Escrevemos 7 < p

quando ad < bc.

A justificativa pela definicao anterior pode ser verificada quando multiplicarmos os
membros da desigualdade por bd.

Definicao 2.14. A fracao a4 serd dita irredutivel quando mdc(a,b) =1, ou seja, a e b

b
. . ire si. B ] 2 5 1
sao primos entre si. Exemplos: —; —; -.
p p 3 73
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Como foi visto na secao dos niimeros inteiros, o nosso sistema de numeracao é deci-
mal (base 10), onde podemos trabalhar com os nimeros racionais como uma expressao
decimal ao invés de uma fracao. Isso é muito eficiente para se efetuar célculos numeéri-
cos. Essa ideia nos estimula a trabalhar com a seguinte definigao segundo a referéncia
[4].

Definicao 2.15. Uma expressao decimal € um simbolo da forma

o= Qg,A1A " Qp " **

onde ayg € um inteiro, enquanto ai,--- , Gy, -+ sao digitos tais que 0 < a, < 9 com
n € N e ainda
ay 45) Qn
a:a0+ﬁ+1_02++m+
Exemplo 2.4. § =1+ i =1,5.
2 10

A Definicao 2.15 mostra que um nimero racional esta associado a uma expressao
decimal. Nesse contexto vale observarmos que se uma expressao decimal possui uma
quantidade finita de digitos do lado direito da virgula, ela serd considerada uma ex-
pressao decimal finita. Agora se houver infinitos digitos do lado direito da virgula, ela
sera considerada uma expressdo decimal infinita. E facil verificarmos que uma expres-
sao decimal finita representa um numero racional, mas no caso da expressao decimal
infinita, s6 serd considerada como um ntimero racional, somente se houver uma expan-
sao infinita e periddica, como o nimero 0,999 --. Esse tipo de niimero é chamado de
"dizima periodica". No capitulo 3, iremos retomar esse assunto, com a finalidade de

provarmos que uma dizima peridédica representa um numero racional.

2.4 Numeros Reais

Como comentado na secao anterior, nem sempre dois segmentos sao comensura-
veis. Essa situcao foi observada em Crotona, sul da Italia, onde um dos discipulos de
Pitagoras provou que a medida da diagonal de um quadrado de lado um era incomen-
suravel com a medida de seu lado. Dai houve a necessidade de se ampliar ainda mais
os conjuntos numeéricos, levando a construcao do conjunto dos ntimeros irracionais que
nao podem ser expressos como divisao de dois ntimeros inteiros. A seguir temos uma

proposicao que mostra que o nimero v/2 néo é racional.
Proposicdo 2.6. /2 ¢ irracional.

Demonstracdo. Suponhamos, por absurdo, que v/2 seja racional. Entao existem a € Z
e b € Z* tais que

(2.5)
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a
Para facilitar, suponhamos que 7 seja irredutivel. Elevando ao quadrado os membros

da equacao (2.5), temos
2

a 2 2
O segundo membro dessa equacdo é par, nos levando a conclusao de que a? é par, onde

a também é par. Logo existe um inteiro c tal que
a® = 20> = (2¢)* = 20* = 4c = 2V° = 2¢° = b*.

Analogamente, concluimos que b é par. Mas isso é uma contradicao, pois no inicio da

prova, a e b eram primos entre si. Logo v/2 é irracional. ]

Designaremos pelo simbolo Ir o conjunto dos ntimeros irracionais e definiremos a

seguir o conhecido conjunto dos ntimeros reais representado pela letra R.

Definicao 2.16. O conjunto numérico R ¢ definido por
R=QU Ix.

A partir daqui serdo trabalhadas as principais propriedades envolvendo os niimeros

reais, onde utilizaremos a referéncia [1].

2.4.1 R é um Corpo

Queremos manter as mesmas propriedades apresentadas pelos nimeros naturais,
inteiros e racionais, onde definimos as operacoes de adicao e multiplicacao, sendo fe-
chadas nesses conjuntos. R ser um corpo significa que dados z,y € R arbitrarios, entao
a adicao x + y pertence a R, a multiplicacao x - y pertence a R e além disso devem

satisfazer os seguintes axiomas:
1. Associatividade: para quaisquer z,y,z € R tem-se (z +y)+z=x+ (y+ 2) e
(x-y)-z=z-(y-2).
2. Comutatividade: para quaisquer z,y € R tem-se x +y=y+z ez -y=y-x.

3. Elementos neutros: existem em R dois elementos 0 e 1 tais que x +0 = z e

r -1 =z, para qualquer x € R.

4. Inversos: todo z € R possui um inverso aditivo —x € R tal que = + (—z) = 0 e,
L=1.

se o # 0, existe um inverso multiplicativo z7! € R tal que z - 2~
5. Distributividade: para quaisquer z,y,z € R tem-se - (y+z2)=z-y+z- 2.

Definig¢ao 2.17. A soma x + (—y) serd indicada por x —y (diferenca entre x e y). Se

1

y # 0, o produto x -y~ serd indicado por r (quociente de x por y).
Y
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2.4.2 R é um Corpo Ordenado
Definicao 2.18. Eziste um subconjunto RT™ C R, chamado o conjunto dos nimeros
reais positivos, que cumpre as sequintes condicoes:

P1. A soma e o produto de nimeros reais positivos sao positivos.
ryeERt =z +yeR ex-ye R
P2. Dado x € R entao:
=0, ouxz €R" ou —zv € RT.
Indicaremos por R~ o conjunto dos nimeros —x onde v € R*.

Por P1, da defini¢ao anterior, segue que se x € R* entao z - z (indicado por z?) é
um elemento de RT. Esse critério é muito util para provar que um certo nimero real

é positivo.
Definicao 2.19. Sejam x,y € R, entao x <y quando y — x € RT.

Proposicao 2.7. Sendo x,y,z € R, valem as sequintes afirmacoes:

01. Transitividade: se x <y ey < z entao r < z.

02. Tricotomia: dados x,y € R entao x =y ouxz <y ouy < x.

03. Monotonicidade da adicao: se x < y entao, para todo z € R tem-se x + 2z < y + 2.

04. Monotonicidade da multiplicacao: se x < y entao, para todo z > 0 tem-se vz < yz.

Se z < 0 entao z < y implica yz < xz.

Demonstracao.

01. As desigualdades x < y e y < z significam que y —x € Rt e 2 —y € R*. Por P1
da Defini¢do 2.18 temos (y — x) + (2 —y) € R* = z — 2 € RT, ou seja, = < z.

02. Dados z,y € R, temos, por P2 da Definicao 2.18, que y — 2z =0, ou y — z € RT,
ouy—x € R™. No primeiro caso temos z = y, no segundo = < y, enquanto no terceiro

temos y < x.

03. Sex < yentdao y —x € Rt onde (y +2) — (x +2) =y —xz € R", ou seja,
rT+z<y+z.

04. Sex <yez>0entaoy —z € Rt e 2 € RT. Por P1 da Definicao 2.18 temos
(y—z)- 2z € Rt = yz— 2z € R, ouseja, xz < yz. Sex <yez<0entdoy—xz € R"
e —z € R, donde 2z — yz = (y — z)(—2) € RT, ou seja, yz < xz. ]

Exemplo 2.5. Dados z,y € R, se 0 < x < y, vamos provar que y ! < z~ 1.

1

Notemos que z > 0 = ! =z - (z7')*> > 0. Da mesma forma temos y~' > 0.

Agora multiplicando a desigualdade 0 < z < y por z7 'y~ > 0, obtemos

Oz y <zl yl<yylal=0<l-yl<l-al=s0<y <ol
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Definicao 2.20. O wvalor absoluto (ou mddulo) de um nimero real x é definido por:

x, sex >0
|z =
-z, sex <.

Também vale |z| = maz{x, —x} é o maior dos niimeros reais z e —zx.

Teorema 2.5. Se z,y € R entdo |z +y| < |z| + |y|.

Demonstragao. Pela Defini¢ao 2.20 |z| > x e |y| > y. Somando membro a membro
essas desigualdades, teremos |x| + |y| > = + y. Analogamente, de |z| > —x e |y| > —y
(resultados obtidos pela Definigdo 2.20) resulta em |z| + |y| > —(x +y). Portanto
2] + |yl = [z +y| = maz{z +y, —(r +y)}. =

Corolario 2.3. Para quaisquer x,y,z € R temos |z — z| < |z —y| + |y — z|.

Demonstragao. Verificamos que © —z = (z —y) + (y — z). Agora pelo teorema anterior,

teremos |r — z| < |z —y| + |y — 2| O

A seguir, usaremos notacoes para representar alguns subconjuntos de R, chamados
intervalos:

la,b] = {z € R;a <z < b}, (—o0,b] = {z € R;z < b},

(a,b) = {zx € Rja < z < b}, (—o0,b) = {z € R;z < b},

[a,b) = {z € R;a <z < b}, a,+o00) ={z € Rz > a},

(a,b] ={x € R;a < z < b}, (a,+00) = {zr € R;z > a}.

Teorema 2.6. Sejam a,xz,6 € R, com 6 > 0. Tem-se |x —al < § se, e somente se,
a—0<x<a-+d.

Demonstragao. Temos |z — a| = maz{r —a,—(r —a)} < é que implicaem x—a < d e
xr—a > —0. Somando a aos membros das desigualdades, obtemos r < a+dex > a—9,

ou seja, a —d < x < a+ 6. A reciproca é provada de modo analogo. O

O Teorema 2.6 nos diz que = pertence ao intervalo (a — d,a + ) se, e somente se,
|z —al <.

2.4.3 R é um Corpo Ordenado Completo

Um conjunto X C R diz-se limitado superiormente quando existir um nimero b € R
tal que = < b para todo x € X. Analogamente, o conjunto X é limitado inferiormente
quando existir a € R tal que a < x para todo x € X. No primeiro caso b é uma cota
superior de X, enquanto a é uma cota inferior de X. J4 um conjunto X é dito limitado
se existir k& > 0 tal que para todo x € X, |z| < k, ou seja, x pertence ao intervalo
[—Ek, k].
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Definicao 2.21. Seja X C R limitado superiormente e nao vazio. Um numero b € R
chama-se o supremo do conjunto X quando for a menor das cotas superiores de X,
denotado por b = sup X. Se b € o supremo de X entdo ele deve satisfazer as duas

condicoes:
1. b >z, para todo x € X;
2. Para todo € > 0, existe x. € X tal que b — e < x..

Definicao 2.22. Seja X C R limitado inferiormente e nao vazio. Um nimero a €
R chama-se o infimo do conjunto X quando for a maior das cotas inferiores de X,

denotado por inf X. Se a é o infimo de X entao ele deve satisfazer as duas condigoes:
1. a <z, para todo x € X;

2. Para todo € > 0, existe x. € X tal que x. < a + €.

Exemplo 2.6. 1. O conjunto A = {z € R|x > 3} ¢ limitado inferiormente e possui
inf A = 3.
. 11 1 1 e .
2. O conjunto B =<1, (= —;n € N3 é limitado superiormente
n n

e inferiormente. Portanto ele é limitado e possui supB = 1 e inf B = 0. Nesse
caso, sup B € B e inf B ¢ B.

3. Seja X = QN [1,v/2]. O ntmero /2 ¢ a menor das cotas superiores de X,
portanto é supremo de X, mas v/2 ¢ Q, ou seja, sup X ¢ X, neste caso.

Axioma 2.1. (Azioma da Completeza). Se X C R é um conjunto nao vazio e

limitado superiormente, entao existe b= sup X € R.

Proposicao 2.8. Se X C R € um conjunto nao vazio e limitado inferiormente, entao
existe a = inf X € R.

Demonstracao. Como X é limitado inferiormente, existe L € R tal que L < x para
todo x € X. Agora consideremos o conjunto Y = {(—z);x € X}. Entdo —L > —x
para todo z € X, mostrando que Y é limitado superiormente. Logo pelo Axioma da
Completeza, Y possui um supremo designado por supY = —a. Usando a definicao de

supremo, sao validas para todo —x € Y as desigualdades

l. -z < —a, V (—x) €Y.

2. Para todo € > 0, existe —z. € Y tal que —z, > —a — ¢.
Logo, temos

1" z>a, VxelX.

2’. Para todo € > 0, existe z. € X tal que x. < a +¢.

Por (1') e (2'), X possui um infimo, que no caso seria inf X = a. O
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A completeza de R gera algumas consequéncias, as quais, selecionamos algumas

importantes, segundo [5|, para prosseguimento desse estudo.
Proposicao 2.9. O conjunto N nao € limitado superiormente.

Demonstracao. Suponhamos, por absurdo, que N seja limitado superiormente. Entao
existe ¢ = sup N, com ¢ — 1 nao podendo ser cota superior de N, ou seja, existe n € N
comc—1<n=c<n+1. Logo cnao é cota superior de N em contradi¢do com a
hipotese de que ele seja limitado superiormente. O
1
Corolario 2.4. Dado qualquer ¢ > 0, come € R, existe um natural n. > —.
€

Demonstracao. Suponhamos, por absurdo, que a afirmacao do corolario nao seja ver-

dadeira, isto é, existe ¢y tal que para todo n € N, vale n < —. Mas isto seria uma
€0
contradicao com a proposicao anterior, pois neste caso, N seria limitado superiormente
1
por —. O
€0

Corolario 2.5. Dados a,b € RT, existe n € N tal que n - a > b.

- . b .
Demonstracao. Pela Proposicao 2.9, existe n € N tal que n > —. Entao na > b. O
a

Proposicao 2.10. Sendo x € R,e € R, com ¢ > 0, existe um racional v tal que

Ir — x| <e.

1 1
Demonstracao. Pelo Corolario 2.4, existe um natural n tal que n > — = — < e. Agora
€ n

i . 1
para terminarmos a demonstragio, basta obtermos um r tal que |[r — x| < —. Isso sera
n

realizado em dois casos:

1. x> 0.

Consideremos o conjunto M = {m € N;m > nz}. Temos M # &, pois se m < nz
para todo m € N, chegariamos a contradicao de que N seria limitado superior-
mente. Pelo Principio da Boa Ordenacao, M contém um menor elemento my.

Assim my > 1=0<my—1emg—1¢ M. Usando esses resultados e os fatos

Mo
de que z > 0 e mg > nxr = — > x, vale

n
m 1 m 1 m 1
mg—lgnx:>—0——§x:>0<—0—x§—:> —O—xg—.
n n n n n n

2. x<0.

Temos (—z) > 0, e pelo primeiro caso existe ' tal que
' —(—z)| <e=|z— (-] <e

Chamando r = (—7r'), o caso esta provado.
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]

Corolario 2.6. Em todo intervalo (a,b) onde a,b € R, a < b existe um nimero racional

¢ tal que a < ¢ < b.

1 1
Demonstragao. Chamamos x = 5(@ +b)ee= §(b — a). Basta usarmos esses valores

na proposi¢ao anterior, onde obtemos

1 1 1 1 1 1
c— §(a+b) < i(b—a) = §(a—|—b) — é(b—a) <ec< §(a+b)—|—§(b—a) =a<c<b.

]

2.5 Sequéncias de Numeros Reais

Na secao anterior nao foram tratadas as operacoes elementares de adicao e multi-
plicacao entre os niimeros irracionais, simplesmente afirmamos que essas operacoes sao
fechadas nos nimeros reais. Portanto nessa secao iremos introduzir de uma maneira
elegante como essas operacoes sao entendidas em R. O foco principal dessa secao seré
o estudo das sequéncias de Cauchy que nos trarao uma ferramenta eficaz para se tra-
tar de nimeros irracionais. Nesse contexto continuaremos utilizando a referéncia [1]
para introducao de sequéncias e de limites. J& para o estudo de sequéncias de Cauchy,

iremos utilizar a referéncia [6].

Definicao 2.23. Uma sequéncia de nimeros reais € uma funcio x : N — R, que
associa a cada numero natural n um numero real x,, chamado o n-ésimo termo da
sequéncia. Escreve-se (x1,x9, 23, ,Tp, ) 0U (Tp)nen, 0u ainda (z,) para indicar a

sequéncia cujo n-€simo termo € x,.

11 1 1
(xn): 17_7_7'”7_7"' =\ = .
2°3 n n) e

Uma sequéncia (z,,) se diz limitada superiormente (respectivamente inferiormente)

Exemplo 2.7.

quando existir ¢ € R tal que x,, < ¢ (respectivamente x,, > ¢) para todo n € N. Dizemos
que uma sequéncia (z,) é limitada quando for limitada superiormente e inferiormente.
Em outras palavras, existe um k > 0 tal que |z,| < k para todo n € N. No Exemplo
2.7, a sequéncia (z,) é limitada superiormente por 1 e limitada inferiormente por 0,

portanto é limitada.

Definicao 2.24. Dada uma sequéncia © = (T,)nen, uma subsequéncia de x € a res-
tricao da funcio x a um subconjunto infinito N' = {n; <ng <---<mnp <---} de N.

Podemos escrever (Tn)nen 0U (Tn, )ren para indicar uma subsequéncia de (x,,).
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Exemplo 2.8. Sejam a sequéncia (a,) = {1,2,3,---,n,---} e o conjunto N' =
{1,3,5,---,2n — 1,---} onde n € N. Entao podemos formar uma subsequéncia de

(a,,) definida por (ag,+1)nen representando os nimeros impares.

Defini¢ao 2.25. (Limite de uma Sequéncia). Dizemos que um nimero real a é
limite de uma sequéncia (x,) quando, para todo nimero real € > 0, dado arbitraria-
mente, existe ng € N tal que para todos os termos x,, com indice n > ng implica em
|z, —a| < e. Quando uma sequéncia possuir limite, diremos que ela é convergente,
caso contrario, ela serd divergente. Representando o limite de x, por limz,, podemos

escrever a definicao acima da sequinte maneira:
a=limz, Ve>0, IngeN; n>ny= |z, —al<e

Também podemos utilizar a representacao lim x,, que significa o limite de x, quando
n—oo

n tende ao infinito.

Usando o Teorema 2.6, a Definicao 2.25 significa que a — € < z, < a + ¢, isto é, x,

pertence ao intervalo (a — €, a + €), para n > ny.

Teorema 2.7. (Unicidade do Limite). Se limx, = a e limx, = b, entdo a = b.

Demonstracao. Seja € > 0 arbitrario. Como lim z,, = a, existe n; € N tal que n > ny

implica em
|z, —al < g

Da mesma maneira existe n, € N tal que n > ny implica em

€
|z, — b < 3
Tomando ng = max {ny,ny}, teremos |z, — a| < % e |x, —b| < %, sempre que n > nyg.
Logo
la — bl =|a —x, +x, — b < |z, —a|] + |z, — b <§+§:e.
Como € é arbitrario, segue que a = b. O

Proposicao 2.11. Seja (x,) uma sequéncia de nimeros reais. Entao limz, =0 se, e

somente se, lim |z, | = 0.
Demonstracao. Se lim x, = 0, entao para cada € > 0, existe ng € N, tal que
|z, — 0| < e=|z,| <€, para n > ng.

Logo

[lzn] = O = [lzn]| = |2n] <,

para todo n > ng, provando lim |z, | = 0. Reciprocamente, se lim |x,| = 0, entdo dado

€ > 0, existe ng € N tal que ||z,|| < €, para todo n > ng. Entao
|zn| = ||zn]] <€, para n > ny.

Portanto lim z,, = 0. O
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Note que se limz,, = L # 0, entao lim |z,| = |L|, mas a reciproca nao ¢ verdadeira.

Por exemplo, se x,, = (—1)", entdo |z,| — 1, mas (x,) é divergente.
Proposicao 2.12. Toda sequéncia convergente € limitada.

Demonstracao. Seja (x,) uma sequéncia convergente, entdo ela possui limz, = a.
Sendo € = 1, pela defini¢do de limite, existe ng € Ntalquen > ng =z, € (a — 1,a + 1).
Sejam b e c respectivamente o menor elemento e o maior elemento do conjunto finito
{z1,29, -+ ,Zp,,a — 1,a + 1}. Portanto todos os termos da sequéncia (z,) estdo con-

tidos no intervalo [b, c], e (x,,) é limitada. O

A reciproca da Proposicao 2.12 nao é verdadeira, pois se considerarmos como exem-

plo a sequéncia ((—1)"),en € limitada e ndo é convergente.

Definicao 2.26. Uma sequéncia (z,) € dita mondtona quando x, < x,.1 para todo
todo n € N ou x,.1 < x, para todo n € N. No primeiro caso, dizemos que (x,) ¢é
mondtona nao-decrescente e, no sequndo, (x,) € mondtona ndao-crescente. Agora se
Ty < Tpyq1 (respectivamente x, > x,1) para todo n € N, diremos que a sequéncia é

crescente (respectivamente decrescente).
Teorema 2.8. Toda sequéncia mondtona limitada € convergente.

Demonstracao. Seja (z,) uma sequéncia monotona nao-decrescente e limitada. Escre-
vendo os termos da sequéncia dada como um conjunto X = {xy, z9,- -+ ,x,, -}, entdo
ele possui um supremo denotado por a = sup X. Dado € > 0, o nimero a — € nao é cota
superior de X, pois a é a menor das cotas. Logo existe ny € N tal que a —e < z,,, < a.
Portanto, n > ny = a—e€ < x,, < 7, < a+e¢, onde limz,, = a. De modo analogo prova

que se (z,) for ndo-crescente entdo limxz, é o infimo do conjunto dos valores z,,. [

Corolario 2.7. (Teorema de Bolzano-Weierstrass). Toda sequéncia limitada de

numeros reais possui uma subsequéncia convergente.

Demonstracao. Comecamos escrevendo que um termo x, de uma sequéncia limitada é
destacado sempre que z,, > x, para todo p > n. Seja D C N o conjunto dos indices
n tais que z, é destacado. Se D for infinito com D = {n; <ng < -- <mny <---},
entdo a subsequéncia (z,),ep serd mondtona nao-crescente. Agora se D for finito, seja
ny € N maior que todos os n € D. Entao z,, nao é destacado, logo existe ny > ny
com T,, < T,,. Novamente temos que z,, nao ¢ destacado, logo existe ng > ny com
Tp, < Tp, < Tn,. Continuando esse raciocinio, teremos uma subsequéncia crescente
Tpy < Ty < Ty < o0 < Xy, < -o0 Pelo teorema anterior temos que (azn) possuira

uma subsequéncia convergente. O]

Defini¢ao 2.27. Uma sequéncia (x,) € chamada sequéncia de Cauchy se dado € > 0

existir ng € N tal que |z, — x,,| < € sempre que n,m > ny.
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Teorema 2.9. (Critério de Convergéncia de Cauchy). Uma sequéncia (z,) em

R é convergente se, e somente se, (x,) for uma sequéncia de Cauchy.

Demonstra¢ao. Suponhamos que a sequéncia (x,) converge para um limite L. Dado
e > 0, existe N € N tal que

n>Nem>N:|xn—L|<§e|:L’m—L|<§, com n,m € N.

Logo, se m,n > N tem-se

€

2

20— 2| = |20 = L) + (L= 2)| < fow = L+ [om = L| < 5+ 5 = €.

Reciprocamente, suponhamos que dado € > 0 existe N tal que n,m > N = |z, — z,,| < €.
Considere m = N + 1. Entao

paran >N = ry — €< T, < Tni1 +E
Tomemos
O{:min{xl,ﬂ?Q,"‘ 7'TN7:UN+1_67$N+1+6} €

f =max{x, T2, , TN, TN}1 — €, TN41 + €]

Entao
a<z,<p,VneN.

Logo (x,) é limitada e pelo Teorema de Bolzano-Weierstrass, possui uma subsequéncia
(xn,) convergente para um nimero L. Com o mesmo e fixado e tomando & suficiente-

mente grande para termos simultaneamente, |z, — L| < € e ny > N, entao
n>N=|r,— Ll =|(x, —xn,) + (xn, — L)| <|2p — Tp,| + |20, — L| < €+ €= 2e.
Assim chegamos & conclusao de que a sequéncia (z,,) é convergente. O

Exemplo 2.9. Como obter o valor de V27

Os livros didaticos do ensino médio nos mostram que esse calculo pode ser obtido
através de aproximacoes, que nao é nada mais e nada menos do que uma sequéncia
de Cauchy. Para isso deveremos utilizar a definicao de radiciacdo que ainda iremos
formalizar no proximo capitulo. Entao comecamos obtendo aproximacoes por falta de

V2 conforme sequéncia abaixo:
(Tn)nen = (1;1,4;1,41;1,414; 1,4142; 1,41421; - - -)

Agora podemos construir uma tabela com esses dados, veja Tabela 2.1.



42

Conjuntos Numeéricos
Tpt1 — Tp Resultado

1,4 - 1 0,4
1,41 - 1,4 0,01

1,414 - 1,41 0,004
1,4142-1,414 0,0002

Tabela 2.1: Aproximacoes de /2

Notamos que a diferenca |x,_; — z,| é cada vez menor. Utilizando o Critério de
Cauchy, chegamos a conclusao de que a sequéncia (z,) converge para um niumero real
¢ que chamaremos de /2.

Esse exemplo ilustra que um nimero irracional pode ser identificado como o limite
de uma sequéncia de Cauchy. Agora devemos formalizar as operacoes entre niimeros
irracionais, onde iremos trabalhar com limites de uma sequéncia. Antes, apresentare-
mos alguns resultados envolvendo limites e desigualdades que podem ser encontrados

na referéncia [1].

Proposicao 2.13. Sejam (z,) uma sequéncia e a,b € R. Se a =limx, e b < a entdo
para n suficientemente grande, tem-se b < x,. De modo andlogo, se a < b, entao para

n suficientemente grande, tem-se x, < b.

Demonstracao. Sendo b < a, consideremos € = a — b, logo ¢ > 0 e b = a — €. Pela
definicao de limite, existe ng € Ntal quen > ng = a—e<x,<a+e¢=b<zx, O

caso a < b é provado de modo analogo. O

Corolario 2.8. Sejam (x,,) e (y,) duas sequéncias convergentes, isto €, existem a,b €
R tais que a = limz,, e b =limy,. Se x, < y,, para n suficientemente grande, entdo
a <b.

Demonstracao. Suponhamos, por absurdo, que b < a, entao pelo Corolario 2.6, existe
um ¢ € R tal que b < ¢ < a. Pela proposicao anterior, vale y, < ¢ < x, para n

suficientemente grande, contradizendo a hipotese de que z,, < y,. O
Proposicao 2.14. Selimz, =0 e (y,) € uma sequéncia limitada entdo lim(z,y,) = 0.

Demonstra¢ao. Como (y,) é limitada, existe £ > 0 tal que |y,| < k para todo n € N.
Seja € > 0 um valor arbitrario. Como limx, = 0, entao existe ng € N tal que n >

€
ng = ‘l’n‘ < =

= Logo,

€

- k=e¢=|r,y, — 0| <e=lim(x,y,) =0.

n > ng = |xnyn| = ‘xnl ' |yn‘ <
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Proposicao 2.15. (Operagées com Limites.) Se limzx,, = a e limy, = b entdo:

1. lim (x, £ y,) = a=+0.

2. lim (z,y,) = ab.

x a
3. lim —= = —seb # 0.
Yn b
Demonstracao. 1. Sendo € > 0 um valor arbitrario, existem nq,no € N tais que

€

n>n1:>|3:n—a]<§en>n2=>\yn—b|<2

Seja ng = max{ny, ny}. Entdo
€

2

€

n>ng = (&, +yn) — (a+0)| <z, —al + |yn — b < gt =¢
Logo lim (z,, + y,,) = a + b. O caso lim (z,, — y,,) é anélogo.

2. Analisando a diferenca x,y, — ab, temos

TpYn — ab = Ty, — Tpb + b — ab = x,(y, — b) + b(x, — a).

A sequéncia (z,) e a sequéncia constante (b) sdo convergentes. Pela Proposicao

2.12, essas duas sequéncias sao limitadas. Usando a parte 1, obtemos
lim (y, — b) = limy,—limb=0b-b=0¢ lim(z, —a) = limz,—lima = a—a = 0.
Segue-se da Proposicao 2.14 e novamente da parte 1 que
lim (z,y, — ab) = lim [z, (y, — b)] + lim [(z,, — a)b] = 0.
Logo

lim (z,y, — ab) = lim (x,y,)—lim (ab) = 0 = lim (x,y,) — ab = 0 = lim (z,y,) = ab.

3. Analisando o valor de lim (ﬁ — %), temos
Yn

lim (y_ _ g) ~ lim (%) — lim (b — yoa) - lim (ﬁ)

1
Vale lim (2,0 — y,a) = ab — ba = 0. Agora se a sequéncia (_b> for limitada,
Yn
teremos pela Proposicao 2.14 que

lim<%—%>:0:>lim(%>:%
2

Chamando ¢ = X temos 0 < ¢ < b*. Como lim (y,b) = b?, segue da Proposi¢ao
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2.13 que, para n suficientemente grande, ¢ < y,b. Logo,

1 1
O<c<ypb=0< — < —.
ynb  c

1
Assim a sequéncia (_b) ¢ limitada, provando a parte 3.
Yn

As defini¢oes que se seguem podem ser encontradas na referéncia |7].
Definicao 2.28. Uma vizinhanca de a € R é qualquer intervalo aberto contendo a.

Definicao 2.29. Diz-se que a € R é um ponto de acumulagcio de B C R se toda

vizinhanca de a contém um ponto de B distinto de a.

Definicao 2.30. Dados f : B — R uma funcdo e a um ponto de acumulacao de B,
dizemos que L € R é o limite de f em a, quando satisfaz a sequinte condicdo: para
todo € > 0, existe 0 > 0 tal que

re€B, 0<|zr—a|l<d=|f(z)-L|<e

Denotamos lim f(x) = L.
T—a
A defini¢ao anterior diz que é possivel tornar f(x) tao proximo de L quanto dese-
jamos, desde que tomemos x € B suficientemente proximo, mas diferente de a.

Os resultados e defini¢oes que se seguem podem ser encontrados na referéncia [8|.

Definicao 2.31. Seja f uma fungao definida num intervalo aberto (a,+00). Escre-

vemos, lir}rn f(x) = L, quando L satisfaz a segquinte condi¢do: para qualquer ¢ > 0,
T—>+00
existe A > 0 tal que |f(x) — L| < € sempre que x > A.

Definicao 2.32. Seja f uma funcao definida num intervalo aberto (—oo,b). Escre-

vemos, lim f(z) = L, quando L satisfaz a sequinte condi¢io: para qualquer € > 0,
T——00
existe A > 0 tal que |f(x) — L| < € sempre que x < —A.

Proposicao 2.16. Sejam f,g : X — R funcgoes e xog um ponto de acumulacio de X,
tais que lim f(x) = Ly e lim g(z) = Ls. Entdo
Tr—x0

T—T0

lim [f(x) £ g(z)] = L1 £ Lo.

T—rT0
Demonstragao. Provaremos o caso lim [f(z) + g(x)] = Li; + Ls, enquanto o caso
T—T0
lim [f(x) — g(x)] = Ly — Ly é provado de modo anélogo. Tomando € > 0 arbitra-
T—T0

rio, entdo existem d; > 0 tal que |f(x) — L1| < €/2 sempre que 0 < |x —xo| < &; e
lg(z) — La| < €/2 sempre que 0 < |z — zg| < d2. Seja 0 o menor dos nimeros d; e ds.
Entao se 0 < |z — x| < 6, temos |f(z) — L1| < €/2 e |g(x) — Lo| < €/2. Logo,

[f (@) + g(x) = (L1 + La)| = |(f(z) = L) + (9(x) = Lo)| <
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< |[f(z) = Lil +]g(x) — Lo| <€/2+¢€/2 =,
sempre que 0 < |x — xy| < J. Portanto lim [f(z) + g(x)] = Ly + Lo. O
Tr—TQ

Segue da referéncia |7] os seguintes resultados.

Definicao 2.33. Uma funcao f : B — R € continua em um ponto a € B se, dado
€ >0, existe 6 > 0 tal que

r€B, |[r—a| <d=|f(x)— fla)| <e

Proposicao 2.17. Se um ponto a pertence a B e é um ponto de acumulacao de B,

entao uma funcao f: B — R é continua em a se, e somente se,

lim f(z) = f(a).

Tr—a
Demonstracao. Isto é consequéncia imediata da Definicao 2.30. O

Segue da referéncia [1] a seguinte definigao.

Definicao 2.34. Diz-se que f : X — R € uma funcdo continua quando f € continua

em todos os pontos a € X.

No préximo capitulo, utilizaremos os resultados deste capitulo para justificar a
definicao da poténcia a”, com r € Q e a € RT,a # 0,a # +1.






3 Potenciacao

Neste capitulo apresentaremos as defini¢oes e resultados sobre potenciacao e radi-
ciacao, de uma forma similar ao que é introduzido no Ensino Médio. Porém faremos
as demonstracoes dos resultados que sao tteis na compreensao dos mesmos para co-

nhecimento dos professores. Neste capitulo utilizaremos a referéncia [4].

3.1 Poténcia de Expoente Real

Definicao 3.1. (Poténcia de Expoente Natural). Sejam a um nimero real e n
um numero natural. Definimos a poténcia a™ como o produto de n fatores iguais a a,
onde convencionamos que a € o base e n € o expoente dessa respectiva poténcia. Para

1

n =1, colocamos a* = a, pois hd um so fator.

n

Proposicao 3.1. Para n € N tem-se a"*' = a - a™.

+1 2

Demonstracao. Vamos provar por inducdo em n. Paran = 1 temos a'™' = a? = a-a =
a-a'. Suponhamos que a"™! = a - a™. Entao
ad"V —g.a.a-a- . cqa=a-a"-a=a""a=a-a"t.
————
nwvezes
]

Proposicao 3.2. Sendo a,b € R e m,n € N, sao vdlidas as sequintes propriedades:

1. a™-a” = am™t".

Demonstracao. 1. Vamos provar por inducao em n. Paran = 1, segue da proposicao

anterior que a™ - a' = a - a™ = a™"!. Suponhamos agora que a™ - a® = a™"™".

n+1 __

Entao a™ - a =a"-a-a" =a™

-a™ - a. Pela hipotese de inducao, temos

m n m—+n m-+n

a-ad"-a=a a=a-a = gm+l —

6Lm—&-(n—f—l) .
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2. Temos (a-b)" = (ab) - (ab)---(ab) =@a-a---a-b-b---b=a" b".
Q L N — N —

~~
n vezes n vezes n vezes

3. (a™)" representa o produto de n fatores iguais a a™. Pelo item 1, temos

m+m—|—...—|—m

(am>n — am . am . am —a o e _ am.n.
~ Vo
nuvezes

Enunciamos a seguir um resultado que pode ser encontrado em [1].

Lema 3.1. (Desigualdade de Bernoulli). Para todo nimero real x > —1 e todo
n €N tem-se (1+xz)" > 1+ nz.

Demonstracao. Vamos provar por inducao em n. O resultado é 6bvio para n = 1. Su-
ponhamos que a desigualdade seja valida para n. Entao multiplicamos os dois membros
da desigualdade (1 + )" > 14 nz por 1 +x > 0 e encontramos

(1+z)""'=0+2)"(1+2) > (1+nz)(1+z)=1+nr+z+n2’=
L+ (n+Dax+nz®>>1+ (n+ 1)

0
Teorema 3.1. Sea > 1 entao a sequéncia (a,a? a®,--- ,a", ---) é crescente e ilimitada
superiormente. Se 0 < a < 1 entdo a sequéncia (a,a* a, -+ ,a", ---) é decrescente e

limitada inferiormente por zero.

Demonstracao. Se a > 1 entao multiplicamos os membros dessa desigualdade por a”,

com n € N, e obtemos a™*!

> a" concluindo que a sequéncia (a") é crescente. Para
provarmos que a sequéncia (a") é ilimitada superiormente, devemos mostrar que dado
qualquer ¢ € R existe n € N tal que a” > ¢. De fato, escrevendo a = 1+ d com d > 0,
pela Desigualdade de Bernoulli, temos a” > 1 4+ nd. Agora dado um ¢ € R, podemos
escolher n € N tal que

n>(c—1)/d=1+nd>c.

Portanto, a™ > ¢, provando que (a") é ilimitada superiormente. Agora se 0 < a < 1

multiplicamos essa desigualdade por a” onde obtemos a” > a"*!

e a sequéncia (a")
¢ decrescente. E facil ver que a sequéncia (a") é limitada inferiormente, pois como
0 < a < 1entao a” > 0, para todo n € N. Logo 0 é uma cota inferior do conjunto

{a™,n € N}. O
Corolario 3.1. Sendo 0 < |a| < 1, a sequéncia (a,a®,--- ,a",---) € convergente e seu

limite ¢ 0.
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Demonstrac¢ao. Pelo teorema anterior segue que a sequéncia (|a|™) é limitada inferior-
mente por 0 e superiormente por a, e ainda é decrescente. Como (]a™|) é mondtona e

limitada, segue do Teorema 2.8 que a sequéncia (|a™|) é convergente. Agora provaremos

> 1. Do teorema anterior segue que

1
que lima™ = 0. Comecaremos observando que ’—
a

1 e .
( — ) é crescente e ilimitada superiormente. Dado € > 0 é possivel encontrar ny € N
a
tal que
™ 1
—| >—-=l]a"|<e.
a €
Tomando n > ng obtemos
la™ — 0] = |a"| < |a™| < €.

Como |a"| < |a™] < €, para todo n > ng, segue que lim|a"| = 0, e consequentemente

pela Proposicao 2.11, vale lima™ = 0. O

Definig¢ao 3.2. (Radiciag¢do). Sejam a,b € R en € N, entao

Vb=a< a" =b, paran impar.

Vb=a< a"=b, paran par com a,b € RT.

O numero n é chamado indice, o numero b € chamado radicando, enquanto o ni-

mero a é chamado raiz n-ésima de b. Quando escrevermos Vb, o indice serd 2.
Exemplo 3.1. /8 = 2, pois 2° = 8.

Exemplo 3.2. Analisemos a soma V3 + V2.
Primeiro escrevemos a sequéncia (y,) das aproximagoes, por falta, dos nimeros

racionais cujo quadrado é menor do que 3 como abaixo:
(1,7;1,73;1,732;1,7320; 1, 73205; 1, 73205a¢; - - - ).

O digito ag representa o sexto digito apoés a virgula do termo ys. Assim a escrita
a, €{0,1,2,--- 9} equivale ao n-ésimo digito apos a virgula do termo y,,. Por exemplo
para ys, temos a; = 7,a5 = 3,a3 = 2,a4 = 0Oeas = 5. Sejam m,n,p € N, onde
n = m -+ p, entao:

[Yn — Ym| = 11,73+ -a, — 1,73 -a,| =

= 1,73 amip — 1,73 a;,| = 0,00 Gppy1Gmeia - Qmgp =

o Am41 Am+42 . Qm4p
T 0w C1gmez T T Tgmee
(m41 Am+4-2 Am+4p
Temos 0 < + +-+ < 1. Logo fazendo m — oo obtemos

10m+1 10m+2 10m+p

. Am41 Am+2 Qm4p -
lim (10m+1 - 10m+2 Tt W) =0
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Entao para todo € > 0 existe ng € N com n > ng tal que

Am Am, Am
’( +1_|_ +2+...+J>_0’_

10m+1 10m+2 10mtp
am+1 am+2 am+p .
= |{gmii t Tomis S Tomte |~ [Yn — Ym| < €.

Pelo Critério de Cauchy, (y,) é convergente, e escrevemos lim y,, = v/3. O Exemplo 2.9
nos mostra que podemos considerar v/2 como o limite de uma sequéncia (). Pela

Proposicao 2.15, item 1, temos
V3+42 = limy,, + lim x,,.

A fim de ilustrarmos o caso das dizimas periodicas que representam niimeros racio-
nais, iremos mostrar qual é o significado da expressao decimal 0,999 ---. A partir dela

fica mais facil de provarmos que uma dizima periédica é um ntamero racional.

Definig¢ao 3.3. Uma Progressao Geométrica (P.G.) é uma sequéncia (a,) onde o quo-
ciente entre um termo (com excessao do primeiro) e o termo anterior € constante. Esse

valor constante € chamado de razao da P.G..

Exemplo 3.3. As sequéncias (2,4,8,16,...) e (1, %, i, é, ) S0 progressoes geomeé-
tricas de razao q1 =2 e qu = 5 respectivamente.
Proposicao 3.3. O termo geral de uma P.G. (ay,a9,- - ,a,) com razdo q € dado por
ap =ay-q""
Demonstracao. Vamos provar por inducao em n.
Se n = 2, pela definicao de P.G. temos
q:Z—jﬁagzal-q:al-q%l
Suponhamos que a proposicao seja valida para n € N, onde a,, = a; - ¢"~', entdo
U1 =n q=a1-¢" - q=ay-¢" T =a; - "I
Provando assim que a proposicao é valida para todo n € N. O
Proposicao 3.4. A soma S,, dos n primeiros termos de uma P.G. (a1,as,--- ,a,) de

razio q # 1 €

Sn:al-(l_q )
l—gq
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Demonstracao. Temos
S,=a;+ay+as~+ -+ a,_1+ ap.
Usando a proposicao anterior,
Sy, =a+aiq+ag®* + - +a "t (3.1)
Agora multiplicando ambos os membros da igualdade (3.1) por g # 1, obtemos:
4Sn = g+ a1¢> + arg’ - - + ang"™. (3.2)
Subtraindo as igualdades (3.1) e (3.2) membro a membro, temos:
Sp—qSn=a1 —a1q" = S, =a; - <11—_qq”)
O
Corolario 3.2. O nh_)IgO Sy da soma dos termos de uma P.G.(ay,a9, -+ ,a,, ) de

razao q com —1 <qg<1¢é

Demonstracao. Segundo a proposicao anterior, a soma dos n primeiros termos de uma

Sn—al-(l_qn). (3.3)

l—gq

Fazendo n tender ao infinito na igualdade (3.3) e usando o Corolario 3.1, obtemos

1-0
limSn:a1-< ): il .
n—00 1—g¢q 1—g¢q

P.G. é dada pela férmula

lim ¢" = 0. Portanto
n—oo

m
Exemplo 3.4. Qual é o valor da so a9+ J + -4 ) + ---7 Note que
X 4. Qu valor ma — +— + - — 4 - u
P 10 100 107 q
9 9 9 1 1 1
R TR o [ e E T B R I 3.4
10+100+ +10”+ (104_100jL +10”+ ) (3:4)
Consid énci L1 L E éncia é P.G. d
onsideremos a sequéncia | —,—,---,—,--- |. Essa sequéncia é a P.G. de
nsiderem quénci 01007 Ton quénci um

1

razao q = 75, onde se examinarmos a soma infinita dos termos dessa P.G., segue do
Corolario 3.2 que
1 1
ms — 10 10 _1
nlggosn—l 1 79 o
10 10
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Usando esse resultado e a igualdade (3.4) temos
T I T
m R - “ e - . —
n—oo \ 10 = 100 10m

—9 i L, ity =
— 205\ 10 T 100 10m -

O Exemplo 3.4 mostra que a dizima 0,999 - - - éigual a 1, tratando-se de um ntimero
racional.

Até o presente momento trabalhamos com poténcia de expoente natural. Uma per-
gunta que surge ¢ como definir ¢, onde a € R — {0}, n € N. Primeiro vamos definir

a poténcia a’

. Para fazermos isso, devemos preservar as propriedades ja enunciadas
como a do item (1) da Proposigao 3.2. Entao a'-a® = ¢!’ =a' =a & a® = 1. Agora

podemos dar um significado para uma poténcia de expoente inteiro que poderia partir

n n—m

da seguinte multiplicacao: a" -a™ = a =a" = 1. Logo a™™ s6 pode ser o niimero

1
—,paraa € R— {0} eneN.
an

Definig¢ao 3.4. (Poténcia de Expoente Inteiro Negativo). Sejam a € R — {0} e

n € N. Entao a™™ = —.
an
Proposicao 3.5. Sejam a € R — {0} e a, f € Z. Entao

a® - a’ = a®*P’.
Demonstra¢ao. Vamos provar a proposicao considerando os seguintes casos:

1. Suponhamos que a, f € N. Pelo item 1 da Proposicdo 3.2, vale a® - a® = a®*+5.

2. Suponhamos que «, 3 € Z — (NU{0}). Escrevemos a = —m e = —n com
m,n € N. Entao
a®-ad® =a™ a_”:i i: L =
am  aq" am+n
— af(m+n) . afer(fn) — anrB
3. Suponhamos o = —m e =n com m,n € N e m < n. Entao
«@ 8 —m n 1 n
a®-a” =a a"=—-a
am

Como m < n, existe k € N tal que n = m + k. Logo

m~+k vezes

o s 1 . a™* Goa--a
a™ a™ a-a---q
N——

m vezes

kE_  m+k—-m _ n—m —-mtn _ ,a+f
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Proposicao 3.6. Sejam m,p € Z com m > p. Se a > 1 entao a™ > aP, enquanto se

0<a<l1, entao a™ < aP.
Demonstra¢ao. Vamos provar a proposicao considerando trés casos:

1. Suponhamos que m € N e p € Z— (NU{0}). Comegamos escrevendo p =

1 1
—n,n € N. Se a > 1, entdo a™ > (—) =—=qa"=aP. Agorase0<a <1
a a™

1 1 1\"
entao — > 1l,onde a? =a™"=—=(—-| >1>a" = a" <dadP.
a a” a

2. Suponhamos que m,p € Z — (NU{0}). Denotemos m = —q e p = —n com

1‘1
n,q € N. Temosm>p:>—q>—n:>n>q.Sea>1,valeam:a_q:(—)
a

1 n
eal =a™" = (—) , pelo Teorema 3.1, tem-se a™ = a™9 > a™" = a”. Agora se
a
1
0 <a<1tem-se — > 1, e novamente pelo Teorema 3.1 obtem-se a" < a”.
a

3. Suponhamos que m, p € N. Pelo Teorema 3.1, vale a™ < a?. Agorase 0 < a <1,

entao a™ < dP. O

Proposicdo 3.7. Sejam b € RT e n € N, entio /b = b.

Demonstracao. Observando a Definicao 3.2, existe um ¢ € R tal que vVb* = c < " = b".

Logo ¢ =b.
Proposicio 3.8. Sejam b,d € Rt en € N, entdo V/b- V/d = V/bd.
Demonstracao. Pela Definicao 3.2, existem a,c € R tais que a” = b e ¢" = d. Logo

Vod = ar - = {/(ac)r = a-c= Vb Vd.

O

Sejam a € Rt,m € Z e n € N. Procuremos dar um significado para a poténcia a™ .
Se tivermos a poténcia (an )" e quisermos preservar a propriedade (3) da Proposicio
3.2, entao devemos ter (a%)" = a" < an = {/a™. Essa andlise explica a definicio a
seguir.
Definicao 3.5. (Poténcia de Expoente Racional). Sejama € Rt m € Z en € N.
Definimos

an = Vam.

A justificativa para usarmos a positivo, se deve & definicao 3.2, pois se a for negativo,
entao n deve ser impar. Logo para que a Definicao 3.5 atinja todos os n € N, devemos

trabalhar somente com a € RT.
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Proposicao 3.9. Sejam a € R",m € Z e n,p € N. Entao
vam™ = amp.

Demonstracao. Pela definicdo anterior, temos {/a™ = a=. Multiplicando a fracdo -

por ~ P obteremos =2 que é equivalente a ™. Dessa forma

mp m
VamP =qnr =qn = a™.

m
Corolario 3.3. Sea € R, m,pe Z en,q € N, entao:
av a1 =an .
Demonstracao. Usando a proposicao anterior, temos
a® -ai =ani -qn = Yami. Yarn = Wami - g = \/W—amqiqm:a%J“g.
m
A seguir enunciaremos um lema que pode ser encontrado na referéncia [3].
Lema 3.2. Sejam a,b € R en € N. Entao
a" —b"=(a—b)(a" +a" b+ Fab" 4.
Demonstracao. Se b =1, consideremos a série
s=1+a+a’*+---+a" "
Multiplicando por a ambos os membros da igualdade, obtemos
as=(a+a*+ - +a" N +a"=5—1+a"
Logo, (a —1)s = a™ — 1. Assim
a"—1=(a—1)(a"" +---+a+1). (3.5)

Agora se b € R*, entao a” — 0" = b"[

ool ) 6
—ramn(2) () e ]

=(a—b)(a" '+ a2+ a" P - Fab" b,

) } Usando essa expressao e (3.5), temos

o que prova a igualdade. O
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Proposicio 3.10. Sejam a,b € Rt com a > b, entdo {/a > V/b.

Demonstra¢ao. Denotemos {/a = c e Vb = d. Pela Definicio 3.2, valem ¢" = a e
d" = b, e assim

a>b=c">d"="-d" > 0.

Usando o lema anterior, verificamos que
A —d"=(c—d) (" A A ed T+ dM ) > 0.
Portanto ¢ — d > 0 = ¢ > d, ou seja, /a > V/b. H

Corolario 3.4. Sejam z,y € Q com x > y. Sendo a > 1, entao a® > a¥. E se

0<a<l, entao a® < a¥.
Demonstracao. Suponhamos que x = ey = ]—?, com m,p € Z e n,q € N. Entao
q

m
— > b = mgq > pn. Temos
n q

p
a% = vVam = Va™ e g1 = VaP = VaP".
Se a > 1, obtemos a™? > aP". Pela proposicao anterior, vale
na/ _m ng n m e
vam™ > aP” = an > aq.
m 2
Agora se 0 < a < 1, temos a™? < aP”, onde a» < a¢ O

Os resultados a seguir, podem ser encontrados na referéncia [4].

Lema 3.3. Seja a € RT, com a # 1. Entdo em todo intervalo de Rt existe uma

poténcia a”, com r € Q.

Demonstra¢ao. Dado o intervalo [a, ] com 0 < a < f3, devemos provar que existe
r € Q tal que a” pertenga ao intervalo [a, §]. Suponhamos que a e « sejam maiores
que 1. Pelo Teorema 3.1, as poténcias de expoente natural de niimeros maiores que 1

crescem acima de qualquer cota fixada. Logo podemos obter M, n € N tais que

a<f<dl e 1<a<(1+57wa> ,
a

b —«
oM

pois 1+ > 1. Segue que

b —«

1 M, L
l<an <1+ 7 e 0<a“(an —1)<f—a.

Tomando m € Z, vale

<M=0<a%(ar—1)<f—a.

s |3
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Portanto
m+1

m
m+1 m m
0<an —an <f—a, com— < M.
n
A sentenca anterior nos mostra que as poténcias
12 ,
aan,an, - aM (3.6)

sao extremos de intervalos consecutivos com comprimento menor que 3 — «. Assim
/ m Ve
[, B] C [1,aM], onde pelo menos um dos extremos em (3.6), denotado por an esta

contido no intervalo [a, §]. Os demais casos sao tratados de modo analogo. O

Tudo o que foi visto até agora neste capitulo, pode ser resumido através do estudo
de uma funcao, onde para a € R*, com a # 1, existe uma funcdo ¢ : Q — R definida
por g(x) = a®. Observando todos os resultados apresentados neste capitulo, verificamos

que para quaisquer z,y € Q, g apresentara as seguintes propriedades :
1. a® - a¥ = a*"Y;
2. a' =a;
3. xr<y=a"<a’quandoa>1ea” > a¥ quando 0 < a < 1.

Para definir a poténcia a® quando x for irracional, podemos tomar como ponto de
partida, manter a propriedade 3 da funcao ¢g. Em outras palavras, queremos definir
uma func¢do f : R — R por f(x) = a®, onde para quaisquer z,y € R ¢ valido o
resultado:

r<y=a"<dad’, quandoa >1ea” > a’, quando 0 < a < 1.

Admitindo o resultado anterior, tomamos r, s € Q, sendo dois ntimeros racionais que
se aproximam respectivamente por falta e excesso de z, e suponhamos ainda a > 1.
Logo

r<r<s=add <a <a’.

Se tivermos 0 < a < 1, entao
r<r<s=a <d <dad.

Se a > 1, para definirmos a”, com x irracional, basta tomar a* como sendo o nimero
real (inico) cujas aproximagoes por falta sdo a”, com r < z,r € Q e cujas aproximagoes
por excesso sao a®, com s € Q,x < s. Se 0 < a < 1, a” seria o inico nimero real cujas
aproximacoes por falta sao a®, com s € Q, r < s e cujas aproximagoes por excesso sao
a” comr < x,r € Q.

O nimero a® estd bem definido, pois nao existem dois ntimeros reais que contem-
plam a propriedade anterior. Para provarmos isso, suponhamos ¢ > 1 (se 0 < a < 1, a

prova é analoga) e que existam dois niimeros reais diferentes A, B, em que
r<r<s=a <A<B<a’.

Mas essa ultima desigualdade implica que o intervalo [A, B] ndo contém nenhuma

poténcia de a com expoente racional, em contradi¢ao com o Lema 3.3.
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Definicao 3.6. Sejam a € RT e x irracional. Entao a® é o nimero que goza da

propriedade anterior.

Assim, definimos a” para todo x € R e podemos agora provar que as propriedades
1, 2 e 3 da Proposicao 3.2 continuam validas para todo x € R. O resultado a seguir

assegura a propriedade 1.

Proposicao 3.11. Sejam a € RT e x,y € R. Entdo a* - a¥ = a® V.

Demonstracao. Consideremos a sequéncia (s,) de niimeros racionais que se aproximam
por excesso de x e (t,,) a sequéncia de nimeros racionais que se aproximam por excesso
de y. Assim temos que a” e a¥ sdo os limites das sequéncias (a®") e (a'") respectiva-
mente. Logo a sequéncia (s, + t,) representa os nimeros racionais que se aproximam

por excesso de x + y. Entao

a®-a? =lima™ -lima' = lim (a® - a'") = lima® ™" = a**Y.

]

Vale observar que dado qualquer ntimero real x, pode-se construir uma sequéncia
(r,) de nimeros racionais que converge para x, como vimos no capitulo anterior. Esse

resultado esta diretamente ligado ao fato do conjunto Q ser denso em R.

No proximo capitulo, iremos nos concentrar no estudo da funcao exponencial, que

abrange todos os resultados apresentados neste capitulo.






4 Funcao Exponencial

Neste capitulo descreveremos a funcao exponencial e iremos mostrar os detalhes
que norteiam a construcao do gréafico dessa funcao. Na ultima secao, iremos também
dar uma sugestao de aula para alunos do Ensino Médio sobre este tema. O intuito
dessa aula serd a tentativa de motivar o interesse dos alunos e auxiliar o trabalho do

professor. Iniciaremos este capitulo usando a referéncia [4].

4.1 A Funcao Exponencial

Definicao 4.1. Seja a € R, com a # 1. Entdo a funcao [ : R — R definida por

f(z) = a® serd chamada fun¢ao exponencial de base a.

A funcao exponencial é um tipo de funcao onde a variavel independente funciona
como o expoente de uma base positiva. Como visto no capitulo anterior, para quaisquer

z,y € R valem:
L flz+y) = flx)- fy);
2. f(1) =@

3. Se a > 1entdo x < y implica f(z) < f(y) ese 0 < a < 1 entdo x < y implica

f(x) > f(y).

Proposicao 4.1. Seja f : R — R uma funcdao exponencial. Entao f assume o valor

0, somente se for identicamente nula, ou seja, f(x) =0 para todo x € R.

Demonstracao. Se existir um zg € R tal que f(z¢) = 0, entdo para qualquer x € R,

tem-se:

f(x) = f(zo + (. — 20)) = f(20).f(x —20) =0 f(x — 20) = 0.
Logo f deve ser identicamente nula. O]

Proposicao 4.2. Seja f : R — R uma funcdo exponencial e que nao seja identicamente
nula. Entao f(z) > 0 para todo x € R.

59
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Demonstracao. Para x € R arbitrario, temos

[]

O resultado da proposicao anterior, registra o fato de que o contra-dominio de f

pode ser especificado por R™.

Proposicdo 4.3. Dado a € RT, a # 1, a fungao f: R — RT definida por f(x) = a®,

€ ilimitada superiormente.

Demonstracao. Pelo Lema 3.3, todo intervalo de R™ contém valores a”, r € Q, pro-
vando que f cresce sem limites quando z > 0 com a > 1 e quando x < 0 com
0<a<l. 0

A proposicao anterior reitera o fato de que

lim a® = +o00, se a>1 e
T—r—+00

lim a® = +o0, se 0 <a<1.
Tr—r—00

Proposicao 4.4. Seja a € R, com a # 1. Entao lir% a® =a’=1.
T—
Demonstracao. Devemos provar que para todo € > 0, existe 0 > 0 tal que
O<|lr—0|<d=|a"—1| <e. (4.1)

Suponhamos, por absurdo, que existe um ey > 0 tal que para todo § > 0, existe z € R
tal que
0<|z—0<0=la®—a|>e.

1
Tomando 9, = —, com n € N, entao existe x,, € R tal que
n

1
0< |z, —0] < == |a" —ad’| = |a*™ — 1| > «. (4.2)
n

E claro que z, — 0, quando n — oo. Podemos escolher uma subsequéncia (n,)
de (z,) de forma que (z,,) seja mondtona (decrescente ou crescente). Suponhamos,
que (x,,) seja decrescente (caso crescente ¢ anilogo). Notemos que 0 < z,, e que
1=a"<--- <a" < .- <a®1. Entao (a®+) é mondtona decrescente e limitada.
Logo ela é convergente, onde segundo o Teorema 2.8, a®+ — y = irgf a*k = 1.

Mas como (a™) é uma subsequéncia de (a®"), segue que vale (4.2) e isso contraria
o fato de que a®* — 1 = inf{a™, k € N}. O

Corolario 4.1. A funcao exponencial de base a € continua.



A Funcao Exponencial

61

Demonstracao. Note que se a funcao exponencial ¢ continua, entao para um xy €
R, arbitrario, é possivel tornar |a* — a™| tdo pequeno quanto desejamos, desde que
tomamos um z suficientemente proximo de xg, ou seja, lim a® = a*°. Para provar isto,

Tr—xQ
tome x = xg + h para algum h € R, entao

T

la® — a™| = |a™" — a™| = a®™|a" — 1].

Fazendo x — xp, entao h — 0. Logo

lim |a® — a®| = lim a™|a" — 1| = lim ¢ - lim |a" — 1|.
T—T0 h—0 h—0 h—0

Usando a proposicao anterior, obtemos

lim [a® —a®™| =a™ |1 —1] = lima™ -0 = 0.
T—T0 h—0

Usando a Proposicao 2.11, temos

lim [a® — a®™| = 0= lim a” = a™.
T—T0 T—T0

Portanto a funcao exponencial é continua. O

Proposicao 4.5. Sejam a € RT, a #0 e f : R — R definida por f(r) = a®. Entdo

f € bijetora.
Demonstracao. A injetividade de f decorre de sua monotonicidade. Se a > 1, entao

T1> T = a™ >a"™ e x <1y = a”t < a”.

N

Portanto x1 # xo = a®™ # a”. De modo andlogo chegamos & essa conclusdo se
0 < a < 1. Agora vamos provar que f é sobrejetora, ou seja, que para todo nimero

real y > 0 existe um x € R tal que ¢ = y. O Lema 3.3 garante que para cada n € N,
Y Y g

existe uma poténcia a™, com r, € Q, que pertence ao intervalo ——,y+— ). Logo,
p Y o Y o g

1 . . .
la™ — y| < —, e assim vale, lim a™ = y. Suponhamos a > 1, e escolhemos poténcias
n n—00

a™ que se aproximam por falta de y com a propriedade a™ < a™ < --- <a™ < --- <.
Como a funcgao exponencial é ilimitada superiormente, podemos assegurar que existe

um s € QQ tal que y < a®. Usando a monotonicidade de f, verificamos que
PL< Ty < oo <y < v s < 8.

Portanto, (r,) é uma sequéncia monétona e limitada superiormente por s. Usando o
Axioma da Completeza, os valores r,, se aproximam por falta de um nimero real x, ou
seja, lim r, = z. Como f é continua, obtemos

n—oo

a® = lim a'™ =y.
n—oo

Assim f é sobrejetora. O caso 0 < a < 1 é provado de modo analogo. O]



62 Funcao Exponencial

Proposicdo 4.6. Sejam a € RT e f: R — R* definida por f(x) = a*. Entao
(7) lim a®*=0se0<a<]l,
T—r+00
(77) lim a" =0 se a> 1.
T——00

Demonstracao. (i) Temos

lima"=0&Ve>03 A>0 Va>A=]a"—-0|<e

Tr—00
Assim, dado € > 0 arbitrario, como f é sobrejetora, existe A € R tal que a? = e.
Portanto, para todo x > A tem-se
a® <at =e¢,
ou seja,
la® — 0] <€ V x> A
(77) O raciocinio é analogo ao item (7). O

A seguir iremos enunciar uma definigdo segundo a referéncia [3].

Defini¢ao 4.2. Uma funcao f : o, 8] — R continua é convezra, se para quaisquer
c,d € [a, B] e para todo t € [0,1], satisfaz a desigualdade

flte+ (1 =t)d) < tf(c)+ (1 —1)f(d).

(cfe)

Le°

Figura 4.1: Grafico de uma fungao convexa.

A Figura 4.1 mostra o exemplo de uma funcao convexa, onde notamos que a cada
par de pontos ¢ e d escolhidos num intervalo [«, 5], o grafico da fungdo encontra-se

abaixo do segmento de reta secante que passa pelos pontos (¢, f(c)) e (d, f(d)).
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Para provarmos que a funcao exponencial é convexa, podemos utilizar alguns re-
sultados da Anélise, em que usamos o conceito de funcdes derivaveis. A derivada da
fungao exponencial, que no caso envolvera o uso do logaritmo natural (denotado por In)
pode ser encontrada nas referéncias [1] e [7]. Deixamos para o leitor verificar mais sobre

esse assunto. Também nessas mesmas referéncias, encontra-se o seguinte resultado.

Proposicao 4.7. Se f : I — R ¢é uma funcdao derivdvel no intervalo I, entdo sdao

equivalentes:
1. f € convexa.

2. " € uma funcdo crescente.
3. Sec,xel, entao f(x) > f(c)+ f'(c)(z —c).
Proposicao 4.8. A funcao exponencial é convexa.

Demonstra¢ao. Basta observar que se f(z) = a”, entdo
f'(z) = a"Ina, ou seja,
f"(z) = a*(Ina)* > 0.
Logo f’ & crescente e portanto f é convexa. n

Juntemos todas as propriedades vistas sobre a funcao exponencial, entre elas: do-
minio, monotonicidade, continuidade, convexidade, comportamento no infinito e no
menos infinito. Entao podemos construir o grafico de tal fungao, conforme exemplos a

seguir:

Figura 4.2: y = 2%,
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Figura 4.3: y = (1/2)".

Quando nos deparamos com uma situagao-problema, podemos muitas vezes esco-
lher um modelo matemético, como uma funcao, para solucioné-la. Para efetuarmos
esta escolha, "é preciso saber quais as propriedades caracteristicas de cada tipo de
fungao", segundo a referéncia [4]. Com a func¢do exponencial ndo é diferente, onde é
possivel utilizar algumas propriedades para verficar se um problema ¢ ou nao modelado
através de uma funcao exponencial. A seguir enunciaremos o teorema que nos daré

essa caracterizagao.

Teorema 4.1. (Caracterizagcao da Fungao Exponencial.) Seja f : R — RT uma

funcao mondtona injetora. As sequintes afirmacoes sao equivalentes:
1. f(nx) = f(x)" para todon € Z e todo x € R;
2. f(z) =a” para todo x € R, onde a = f(1);
3. flx+y) = f(x)- f(y) para quaisquer z,y € R.

Demonstracao. (1) = (2).
Iniciemos provando que a hipotese (1) é valida para todo ntimero racional r = m/n

(comm € Z e n € N), onde f(rx) = f(x)". Escrevendo nr = m, temos

flra)" = f(nra) = f(mz) = f(z)™.
Logo
flra) = fla)" = ()"
Se fixarmos f(1) = a, teremos

f(ry=f(r-1)= f(1)" =a", para todo r € Q.

Agora suponhamos que f seja crescente. Entdo 1 = f(0) < f(1) = a. Suponhamos,
por absurdo, que exista um x € R tal que f(x) # a”. Se f(z) < a® (o0 caso f(x) > a” é
provado de modo analogo), entao pelo Lema 3.3, existe um ntimero racional r tal que

flz) <a" <a® = f(x) < f(r) <a®
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Como f & crescente, entdao f(z) < f(r) = x <r. Mas a” < a® = r < z. Assim temos
uma contradi¢do, provando que (1) = (2) quando f for crescente. A prova é analoga
se f for decrescente.

(2) = (3).

Seja f(z) =a”, x € Re a= f(1). Sendo y € R, obtemos

floty)=a""=a"a’ = f(z)- f(y).

(3) = (1).
Seja f(z+y) = f(z)- fly), v,y € R. Paran € N, vale

fnx) = fle+a+at---+x)= flx) f(z) flx)-- flx) = flz)"

n'g g
n vezes n vezes

Agora falta provarmos o caso f(—nz) = f(z)™". Para isto, analisemos o caso f(—x).

Entao
1
F(=0) - fa) = St 2) = FO) = 1= f(—a) = .
Logo
flone) = flor == a) = f(=) (=) - () =
11 1 1 .
@ 7w e g T

n vezes

]

A func¢ao exponencial esta presente em muitas situagoes problemas, porém na mai-
oria das vezes ela aparece na forma que chamamos de "tipo exponencial". Entre essas
situagoes podemos destacar o montante de uma aplicacao a juros compostos em funcao
do tempo, como também a desintegracao radioativa. A seguir iremos definir esse tipo
de funcao, como também analisar a sua caracterizacao, igual ao que fizemos na funcao

exponencial.

Definicao 4.3. Uma funcio g : R — RY € de tipo exponencial quando se tem g(x) =

ba”, para todo x € R, onde a e b sao constantes positivas.

A fungao de tipo exponencial goza das mesmas propriedades da funcao exponencial,
entre elas, a monotonicidade, a injetividade e o fato de ser crescente quando a > 1 e

decrescente quando 0 < a < 1.

Teorema 4.2. (Caracterizacio das Fungéoes de Tipo Exponencial). Uma fun-
cao g : R — RT € de tipo exponencial se, e somente se, for mondtona e injetora, tal

que, para x,h € R quaisquer, g(x + h)/g(x) depende apenas de h, mas nao de x.
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Demonstracao. Seja g(x) = ba®, a,b € RY. Entao

gle+h)  ba"™"  ba"(a") o
glx)  ba*  ba®

Logo g(z + h)/g(x) depende apenas de h e nio de z.
Reciprocamente, seja g(z + h)/g(z) = ¢(h) e definamos f(x) = g(z)/b, com b =
g(0). Entao f é monotona e injetora. Temos

flz+h) g(x+h)/b:g(x+h)

/() g(x)/b g(x)

Observamos que f(0) = 1, onde podemos colocar x = 0 na igualdade

= p(h).

B f(z+h)
obtendo (0 N h) "
o(h) = ffw = o) = T o oy = ). nem

Assim, f cumpre a propriedade f(z+h) = f(z)- f(h), ou seja, para quaisquer z,y € R,
vale f(z +y) = f(x) - f(y). Segue do Teorema 4.1, que f(z) = a”*. Portanto,

g(z) =bf(z) = ba”.

4.2 Sugestao de Aula

Apos estudarmos o comportamento de uma funcdo exponencial, vamos dar uma
proposta de trabalho para o docente de matemaética do ensino médio que ira introduzir
o conceito de funcao exponencial a seus alunos. Para fazermos isso, iremos trabalhar
com dois exemplos, sendo o primeiro um caso de uma fun¢do exponencial crescente, e

depois um caso de uma funcao exponencial decrescente.

Exemplo 4.1. Segundo [9], a populacdo do México nos anos 80 crescia conforme a
Tabela 4.1:
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Ano | Populagao (milhoes)
1980 67,38
1981 69,13
1982 70.93
1983 72,77
1984 74,66
1985 76,60
1986 78,59

Tabela 4.1: Populagdo do México (estimada), 1980 - 1986.

A Tabela 4.1 pode ser utilizada pelo professor em sala de aula como pontapé inicial
a0 se introduzir a funcao exponencial. O professor poderia comecar solicitando aos seus
alunos para obterem a razao entre a populacao de um ano (com excessao de 1980) com

a populacao do ano anterior. Logo os alunos iriam encontrar os seguintes resultados:

Populagao em 1981 69,13 milhoes
Populacdo em 1980 67, 38 milhdes

= 1,026.

Populagao em 1982 70,93 milhoes
Populacdo em 1981 69, 13 milhdes

De modo analogo podemos verificar que as outras razoes também resultarao em 1,026.

= 1,026.

Temos portanto uma progressao geométrica de razao ¢ = 1,026, ou seja, a populagao
estd crescendo a uma taxa de 2,6% ao ano. A partir deste problema, o docente pode
pedir para os alunos modelarem esse crescimento usando a matematica. Os alunos
podem construir uma lei de formacao que estabeleca a relacao entre o nimero de pessoas
do México em funcao do tempo em anos. Uma op¢ao para iniciar essa modelagem, seria

convencionar que o tempo sera 0 a partir do ano de 1980. Entao
Quando ¢ = 0, populacdo = 67,38 = 67,38(1,026)".
Quando t = 1, populagio = 69, 13 = 67,38(1,026)".
Quando t = 2, populacio = 70,93 = 67, 38, (1,026)>.
Quando t = 3, populacio = 72,77 = 67,38(1,026)°.

Observando os resultados, o aluno devera chegar a férmula:

P = 67,38(1,026)", (4.3)

onde P ¢ a populacao do México, e t ¢ o tempo em anos. Tendo todos esses dados
em maos, o professor pode utilizar o software do GeoGebra (que pode ser facilmente

encontrado na internet), para construir o grafico da func¢do descrita em (4.3).
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Para a construcao desse grafico, o professor deverd inicialmente, pedir aos seus
alunos para inserirem a fungao (4.3), no campo "Entradae assim obter o gréfico dessa

funcao.
Populdgdo (em milhdes)

P//

t(anos desde 1980
30 )

10 20

Figura 4.4: P = 67,38(1,026)".

A partir da obtencao do grafico, o professor pode fazer alguns questionamentos para

explorar o gréafico como:
1. Em 2020, qual seria uma estimativa para a populacao do México?
2. Em quanto tempo a populagao triplicara?

Na primeira pergunta, o professor ira trabalhar com a leitura do grafico, identificando
as variaveis dependente e independente da funcao. Ja na segunda pergunta, o aluno
pode ter uma estimativa do resultado lendo o grafico, mas o docente pode comecar a
falar da aplicacao de equacoes exponenciais simples, e no caso do problema proposto,
falar da importancia do estudo de logaritmos. Em seguida, o professor pode introduzir
o conceito de funcao exponencial. Também ele pode comecar a abordar algumas pro-
priedades como o crescimento infinito e o fato desse exemplo representar uma funcao
crescente. A ideia aqui exposta, mostra uma contextualizacdo, onde ela pode ser co-
locada antes de falarmos em potenciagao, radiciacao, etc. A proposta dessa aula esta
diretamente ligada ao processo de "Modelagem Matematica", onde devemos trazer um
problema que pode ser traduzido para a Matematica, e assim, podemos provocar a
curiosidade do aluno, despertando o seu interesse para a parte mais técnica.

Logo, podemos comecar a explorar situagoes como o que acontece quando um expo-
ente de uma poténcia é um nimero natural ou algum outro subconjunto dos niimeros
reais. Por exemplo, podemos investigar no problema referente ao crescimento popu-
lacional do México, admitindo que o crescimento tenha sido o mesmo a uns dez anos
antes de 1980 e a uns 30 anos depois de 1980, qual seria o valor de P para os seguintes

Casos:
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(a) t = 27 (ano de 2007).
(b) t = —1 (ano de 1979).
Se t = 27 terfamos.
P = 67,38(1,026)*" = 134, 76 milhdes.
Agora se t = —1 entdo teriamos de dividir a populacdao do ano de 1980 pela razao

q = 1,026, conforme a seguir:
P =67,38(1,026)"" = 65,67 milhdes.

Como visto, o professor ja poderia a partir daqui justificar o conceito de expoente
negativo, e depois comecar a investigar o caso de um expoente racional, até o caso de
um expoente irracional. As justificativas para os casos de expoente racional e irracional
podem ser encontradas no Capitulo 3 desta dissertacgao.

Outra situacao interessante para explorar uma funcao exponencial crescente seria
o calculo de um montante em funcao do tempo, com regimento de juros compostos.
J& para o caso de uma funcao exponencial decrescente, iremos explorar a idade de um
fossil, sendo um assunto extremamente interessante para os alunos. Por isso convidamos

voce leitor, a observar o proximo exemplo conforme a referéncia [10].

Exemplo 4.2. A idade de um fossil (Vide! Figura 4.5) pode ser determinada através
de um método chamado de datacao radioativa. A radioatividade faz com que os d&tomos
tenham variagao em sua massa ou em seu nimero atomico. Podemos citar o carbono-
14 que emite radiacao, no qual a metade de sua massa é transformada em carbono-12
a cada 5730 anos em fosseis de seres vivos. Por isso esse tempo é chamado de meia-
vida, ou seja, a meia-vida do carbono-14 é de 5730 anos. A meia-vida do carbono-14 é
utilizada em fosseis com duracao de até 70000 anos. Para obtermos uma idade superior
a 70000 anos, podemos usar o potassio-40, cuja meia-vida é de 1,25 bilhao de anos,

como o uranio-238, que possui meia vida de 4,47 bilhoes de anos.

2.jpg Lk

Figura 4.5: Fossil de um dinossauro.

!Disponivel em [11]. Acesso em 21 nov. 2014.



70 Funcao Exponencial

A partir do Exemplo 4.2, o professor pode explorar algumas perguntas como:

e Sendo m a massa de carbono-14 de um f6ssil, qual serd sua massa de carbono-14
ap6s 5730 anos? E apo6s 17190 anos?

Resposta: Pelo Exemplo 4.2, teremos que a massa do fossil apds 5730 anos, serd

m m
5 enquanto ap6s 17190 anos, a sua sera R

e Qual é a datacao de um fossil que tem 25 % do carbono-14 original?

Resposta: 11460 anos.

e Suponhamos que m seja a massa original de carbono-14 de um féssil. Escreva a
funcao de tipo exponencial que expressa a massa f de carbono-14 em funcao do tempo
t, em anos.

Resposta: f(t) = m - 2570,

A partir dessa nova funcao, o professor pode pedir para que seus alunos observem o
grafico dessa fungao no GeoGebra, utilizando o comando "Controle Deslizante"na letra

m expressa na funcao, conforme figura a seguir:

110001 Massa de Carbono-14
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9000]
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— 4000]

—_ 3000

_ 2000]

— 000y
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8000 18000 14000 13000 12000 1Moo 10000 -S000 800 7000 6000 5000 4000 3000 2000 1000 0 1000 200 0 400 500 6600
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~s000d

Figura 4.6: Datacao de um f6ssil usando carbono-14.



5 Conclusao

Como visto a funcao exponencial tem um papel fundamental em varias situacoes,
desde a obtencao da idade do fossil de um dinossauro até anélise de uma aplicagao
financeira regida a juros compostos. A contextualizacdo de problemas como os apre-
sentados neste texto, podem ser de grande utilidade no trabalho de um docente de
matemética. Os dias de hoje sao marcados pelo intenso uso de novas tecnologias e pe-
las novas exigéncias do mercado de trabalho. E nao muito distante a isso, a educagao
deve conseguir acompanhar esse ritmo, onde o professor é o mediador do quebra-cabeca

envolvendo o que se ensina e a aprendizagem dos alunos.

Esta dissertagao procurou justamente superar esses paradigmas, onde buscamos res-
ponder diversas perguntas que surgem no cotidiano do professor sobre o assunto desta
pesquisa. Interrogacoes desde o sexto ano do ensino fundamental quando se comeca a
ver potenciacao e radiciacao, até o estudo da fun¢ao exponencial, vistas na maioria das
vezes no primeiro ano do ensino médio. Mas o trabalho nao se restringiu somente ao
seu assunto principal, como também, foram analisados outros temas como os conjuntos
numéricos, sequéncias e limites. Um destaque deste trabalho, com certeza, foram as
caracterizacoes de uma fungao exponencial e de uma funcao do tipo exponencial, que
podem ser utilizadas na modelagem de um problema. E quando essa modelagem for
uma dessas funcoes, podemos trabalhar com as propriedades apresentadas no Capitulo
3.

Mas nao queremos parar por aqui, pois a matematica é uma ciéncia infinita cheia
de paradoxos que devem ser solucionados. Por isso o estudo de uma funcao expo-
nencial deve ainda ser aprofundado, como por exemplo o estudo de Logaritmos, que

possibilitard uma continuidade no estudo do tema que foi explorado nesta pesquisa.
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